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A vizsgalat célja

A disszertacioban Magyarorszagon alkalmazott polgari, topografiai vetiilete-
ket vizsgalok meg. A vizsgalat kizérolag a hossztorzulasi viszonyokra iranyul.
Ezen beliil is a topografiai térképeken megszokott szempontbol értékelem a
vetiileteket, vagyis az abrazolt teriileten a hossztorzulas 1-t6l valod eltéré-
sének maximuma a legfontosabb. Kevésbé precizen fogalmazva: a legked-
vezGtlenebb helyen mennyit torzit a vetiilet. Minél kisebb ez az érték, annal
jobbnak tekintjiik a vetiiletet.

A vizsgéalatot az indokolja, hogy a technika ma mér lehetévé teszi, hogy
ezeket az igencsak szamitasigényes miveleteket viszonylag kényelmesen el-
végezziilk. A Magyarorszagon korabban, illetve ma is hasznalt topografiai
vetiileti rendszerek mindig is korszertiek voltak, ami az alkalmazott médsze-
reket illeti. Hazankban alkalmaztak elGszor a kettds vetitést, de mas téren is
alkalmaztuk a modern megoldasokat. Azonban a vetiiletek paramétereinek
optimalizalasa nem johetett szoba, hiszen szamitogép segitsége nélkiil ezek a
miiveletek belathatatlanul hosszuak.

Vizsgalataim soran az deriilt ki, hogy az optimélis paraméterek meg-
talalasaval lényegesen javithatunk a hossztorzulési viszonyokon.

A dolgozat célja, hogy a Magyarorsziagon valaha hasznalt, matematikailag
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korrektiil leirt, illetve ma hasznalatban 1évé 0sszes topografiai vetiiletet meg-
vizsgalja abbdl a szempontbol, hogy a vetiilet soran hasznalt, a vetiiletek
alapvetd szerkezetét nem befolyasold konstans értékeket hogyan kell opti-
maélisan megvalasztani. Ezen tilmenden olyan vetiiletek is a vizsgalat tar-
gyat képezik, amelyeket nem hasznal és nem is hasznélt a hazai topografia,
de nemzetkozileg elterjedtek. Ez utdobbi vetiiletek vizsgalata azért fontos,
mert igy megtudjuk, hogy ezeknek a vetiileteknek az esetleges magyarorszagi

alkalmazasa milyen hossztorzulasi viszonyokat eredményezne.



Jelolések

¢ gombi pont szélessége

A goémbi pont hossziisaga

£ goémbi pont poélustavolsaga

¢ gombi pont segédfoldrajzi szélessége

A goémbi pont segédfoldrajzi hosszisaga

(' gbémbi pont segédfoldrajzi polustavolsaga
ellipszoidi pont szélessége
ellipszoidi pont hossziisaga

p  sik- és kipvetiileteknél a sugarfiiggvény

>

kupvetiileteknél leképezési fliggvény a hossziisagi vonalakra
a  forgasi ellipszoid félnagytengelye

b forgasi ellipszoid félkistengelye

a  forgasi ellipszoid lapultsaga

e  forgési ellipszoid numerikus excentricitasa

e’ forgasi ellipszoid masodik excentricitasa

M  forgasi ellipszoid paralelkor menti gorbiilete

N  forgasi ellipszoid harantgorbiilete

0.f az f fliggvény x valtozo szerinti parcialis derivaltja



1. fejezet

Altalanos tudnivalok

1.1. A vizsgalatok alapkoncepcidja

A kutatasom soran tobb vetiileti rendszert vizsgaltam meg alaposan a hossz-
torzulési viszonyok szempontjabol.

Szogtarto vetiiletek esetében (amilyenek a korszerd topografiai vetiiletek)
a torzulasi viszonyokat jol at tudjuk tekinteni pusztan a hossztorzulés is-
meretében. Nyilvan szogtorzulads nem 1ép fel. Ezen kiviil mas vetiiletekkel
ellentétben a szogtarto vetiileteknél a linearmodulus nem filigg az irdnytol, és
a teriilettorzulasi modulust a linedrmodulus négyzete adja. Ezért a vizsgala-
tok soran csak a hossztorzulést tartottam szem el6tt.

Ezek a vizsgalatok a vetiileti rendszerek alapvets kiilonbségei miatt ter-
mészetesen kiilonboznek egyméstol, de az alapkoncepcié minden esetben meg-

egyezik. Err6l a kozos gondolatrol szol ez a fejezet.
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1.1.1. Topografiai vetiiletek

A vetiiletek torzulasi vizsgalata tisztdn matematikai alapokon elvégezhetd.
Egy ilyen vizsgalat nem veszi figyelembe a topografia altal tamasztott &l-
talanos kovetelményeket, de ezektdl eltekintve objektiv moédon tudja értékelni
a vetiileteket. Emiatt érdemes matematikailag szabatosan megfogalmazni a
problémét.

A topografiai vetiileteket és vetiileti rendszereket tekinthetjiik olyan valos

fliggvényeknek, amiknek értelmezési tartoménya a [—%, g] X (—m, 7] tar-
tomany, az értékkészlet pedig része R%-nek. Ez azért igaz, hiszen mind a
gdémbot, mint pedig a forgasi ellipszoidot koordinatédzhatjuk a megszokott

foldrajzi szélességgel (i, illetve @), illetve hosszusaggal (A, illetve A). Méar-

_Ir
272

pedig a szélesség értelmezési tartomanya [ } , a hosszusagé pedig (—m, 7.
A vetiiletek mind sikbafejthetd feliiletre képeznek, igy azokat praktikusan sik-
nak tekinthetjiik, ezért jogos annak feltevése, hogy a fiiggvények értékkészlete
része R?-nek, vagyis a stknak. (A vizsgalat soran minden esetben forgési el-
lipszoidot valasztunk alapfeliiletnek, igy mostantol ezt rogzitjiik, ezért ebben
a fejezetben az alapfeliilet koordinatazasa ®-vel és A-val torténik.)

Ha ezt elfogadjuk, akkor a vetiileteket kis latin betiikkel jel6ljiik, mint a

fiiggvényeket: f,g,h... A fentiek alapjan a szokasos jeloléseket hasznalva:

T

fig.h [—5,5] x (—m, 7] — R2.

Elsfordulhat bizonyos vetiiletek esetében, hogy nem rendelnek a Fold min-
den pontjdhoz képpontot, de ettél most tekintsiink el, hiszen a vizsgalat
szempontjabol csak az lényeges, hogy a vetiilletek Magyarorszag teriiletén

értelmezve vannak.
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Mivel ezek a fiiggvények topografiai vetiileteket testesitenek meg, igy
megfelelnek néhany fontos kritériumnak. Egyrészt kétszer folytonosan diffe-
rencialhatoak a fiiggvények, masrészt pedig szogtartdoak. Ezen kiviil meg kell
felelni egyéb fontos kovetelményeknek is, sziikséges példaul a linearmodulus,
az iranyredukcié és a vetiileti meridiankonvergencia szamitasara alkalmas

képlet.

1.1.2. A lineaArmodulus

A vetiiletek hossztorzulasat a linedrmodulussal jellemezziik, ami a hossz val-
tozatlansaga esetén 1, hosszrovidiilés esetén 1-nél kisebb, hossznagyobbodéas-
kor 1-nél nagyobb.

A szogtartas matematikai szempontbol azt jelenti, hogy a lineArmodulus
értéke az irdnytol nem filigg, vagyis egy pontban a hossztorzulast egyetlen
szammal ki lehet fejezni. (Szogtorzulas nem lép fel sehol, a teriilettorzulasi
modulus pedig a lineArmodulus négyzete.)

A linedArmodulus értéke ebben az esetben mind a paralelkor menti, mind
pedig a meridian menti hossztorzulas alapjan szamithato, hiszen ezek épp a

szogtartas miatt egyenlSk. Jeloljiik a linearmodulus fiiggvényét [-lel, ekkor:

(Or)” + (Dpy)*V1 — €2sin® @
e,4) = \/ cos @ -

3
2

\/(8q>x)2 + (9gy)? (1 —e’sin* )

1 —e2

ahol z(®, A) és y(P, A) jeloli a vetiilet megszokott koordinatafiiggvényeit.
Fontos megemliteni, hogy Fasching Antal megfogalmazott egy elméleti

elvarast a topografiai térképekkel szemben, mégpedig, hogy a lineaArmodulus
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értéke sehol se térjen el 1/10 000-nél jobban az 1-t6l [Fasching, 1909]. A
gyakorlatban hasznalt rendszerek nem teljesitik ezt az elvarast, ezért fontos

elméleti kérdés, hogy egyaltalan Magyarorszag teriiletén teljesithets-e ez.

1.1.3. Vetiletek O0sszehasonlitasa

A vetiileteket optimalizalasarol szol a disszertacio, ezért sziikséges tisztazni
azt, hogy két vetiiletet hogyan tudunk 6sszehasonlitani. A megel6z6 fejezetek-
ben megfogalmazott matematikai modellt és annak jel6léseit hasznélom itt
is.

Az optimalizalas azt jelenti, hogy megkeressiik a legkedvez&bb vetiiletet
az adott koriilmények kozott. Ehhez viszont sziikség van arra, hogy objek-
tiv moédon meg tudjuk mondani, hogy két vetiilet koziil melyiket tekintjiik
jobbnak. Az objektivitast itt csak abban az értelemben hasznalom, hogy jol
definialt az Gsszehasonlitas, tehat nyugodtan lehetne a viszonyitasnak més
definicidja is. Persze érdemes olyan definiciét valasztani, ami gyakorlati szem-
pontbdl is védhetd, indokolhato.

A kérdés tehat az, hogy ebben a vizsgalatban hogyan vetiink ossze két
vetiiletet. Legyen f; és fo két vetiilet, melyek értelmezési tartomanya tar-
talmazza Magyarorszag teriiletét. Tekintsiik mindkét vetiilet esetén a hossz-
torzulés értékeket az orszag teriiletének minden pontjdban. Formalisan ez

az

{lfl(q)7A)‘(q)7A) S HO} ¢s {lf2(q)7A>|((I)7A) S HO}

halmazokat jelenti, ahol Hy a jelenlegi orszag teriiletén 1évé pontok halmaza.
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Vezessiik be a

§(P,A) = [1—1U(D,A)]

jelolést. Ez azért fontos mérGszam, mert pusztéan a hossztorzulas értékének
nagysagaval nem érdemes mérni a torzulas kedvezétlen mivoltat az adott
pontban, mivel az [ kis értéke is épp annyira kedvez6tlen, mint ha [ nagy.
Optimalis esetben [ értéke 1, ezért sokkal pontosabb képet ad az 1-t6l valo
eltérés, amit ¢ elég jol fejez ki.

Mind az [, mind a £ fiiggvény fiigg természetesen az adott vetiilettsl,
ezért az egyértelmiség kedvéért a vetiiletet reprezentald figgvény (f, g, h,
f1, f2 stb.) indexben megjelenik az [, illetve £ fiiggvényekben. Példaul, ha f
az EOV-t jelenti, akkor & fliggvény adja meg az orszdg Osszes pontjaban az
EOV vetiilet altal teremtett hossztorzulas 1-t6l valo eltérésének értékét.

Akkor kényelmes két vetiiletet Gsszehasonlitani, ha a vetiilet szamunkra
fontos tulajdonsagait egyetlen szamba tudjuk striteni. Ekkor ugyanis mar
két valos szamunk van a két vetiilet esetén, és a két valos szadm viszonya
meghatarozza a két vetiilet viszonyat is. A £;(®, A) értékek alapjan tébb al-
ternativa is elképzelhets arra, hogy hogyan stritsiik a lényeges informaciot
egyetlen értékbe. Azonban a topografiai vetiileteknél az a legfontosabb szem-
pont, hogy az abrazolt teriileten a legkedvezGtlenebb torzulast pont linear-
modulusa is minél kedvezbb legyen. A hossztorzulas kedvezétlenségét a &;
nagysaga fejezi ki, ennek megfelel6en annal jobb egy vetiilet, minél kisebb a
s értékek maximuma az dbréazolt teriileten. Hiszen ez a maximum mutatja,
hogy a legkedvezsStlenebb esetben mennyivel tér el a lineArmodulus értéke

1-t6l.
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Definialjuk tehat az optimalizalas szempontjabol kézponti szerepet jatszo
értéket:

£ = max {£;(®,A)|(®, A) € Ho}

Ez tehat az a szam, amit egy f vetiilethez hozzarendeliink és ezen hozzaren-
delt értékek alapjan hasonlitunk Ossze két vetiiletet. Egy topografiai vetiilet
esetén az a jo, ha &* értéke minél kisebb, igy az Osszehasonlitasban is ez a
szempont szerepel. Ezek alapjan tehat az f; vetiilet kedvez6bb, mint az fo,
ha £ < &3,

A vetiiletek fenti 6sszehasonlitasi modszerét alapul véve hataroztam meg
az adott vetiiletcsaladok optimalis tagjat. A vetiiletcsalad tgy keletkezik egy
adott vetiiletbsl, hogy paraméternek tekintem azokat a konstansokat (nor-
maélszélesség, redukeios konstans sth.), amelyek alapvetGen nem befolyasoljak

a leképezés szerkezetét.

1.1.4. Izovonalas térképek

A vetiiletek hossztorzulési viszonyait a disszertacioban sok helyen izovonalas
térképpel jellemzem. Ennek segitségével vizualisan is jol attekinthetSk ezek
a viszonyok. A térképek Magyarorszig teriiletén mutatjék be &; értékeit.
Ahol & értéke 0,5/10 000 alatt marad, ott ez nagyon kedvezének mondhato,
ezeket a teriileteket s6tétzold szinnel jeloltem. Azok a pontok is megfelelnek
az elvarasainknak, ahol ez az érték 1/10 000 alatt marad, ez a sav zold szint
kapott. Ennél nagyobb {; értékek mar nem annyira megnyugtatoak, igy a
szinskéla innentdl a sargan at a pirosig terjed, ez utéobbi mar a kifejezetten

kedvezétlen torzulasi viszonyokat jelzi.
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A sztereografikus vetiileten alapul6 Budapesti Rendszer ilyen tipusu térképe

(az 1.1. abra) konnyen érthet6vé teszi a fentieket.

&(p)

3710000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1.1/10000
1/10000
0,5/10000

1.1. abra. A £ értékeket bemutat6 izovonalas térkép

Ezen jol latszik a sokat emlegetett 127 km sugart kor is (zold szinnel),

amin belil 1/10 000 alatt marad & értéke.

1.2. Felhasznalt adatok

1.2.1. Hatarpontok

A vetiileti rendszerek vizsgélata soran sziikségem volt egy ponthalmazra, ami
alapjat képezte az egyes rendszerek optimalizadlasanak.

A ponthalmaz egyik részét a FOMI 4ltal oktatasi célokra rendelkezésre
bocsatott adatok képezik. Ez egy 2885 pontbdl allo lista, ami az orszaghatar
pontjainak EOV-koordinatait tartalmazza. Ezek a pontok +1 m pontossa-
guak, és igy van az orszaghatar generalizalva, hogy a ritkitott ponthalmaz &l-
tal kifeszitett poligon sehol sem tér el 20 m-nél jobban a valodi orszédghatéartol.

Henger- és kupvetiiletek esetén ez az adatbazis megfelel6 az optimalizalas
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elvégzéséhez, a sztereografikus vetiilet esetén azonban ezt ki kell egésziteni.
Az el6bbieknél ugyanis a legkedvezGtlenebb torzulast pontokat tartalmazo
izovonalak mindenképpen metszik az orszaghatart, a sztereografikus rend-
szer esetén azonban ez nem garantalt. Ennek megfelelGen itt egy racshaloza-
tra van sziikség az orszag teriiletének belsejében. A kiegészité ponthalmaz
ennek alapjan ugy keletkezett, hogy az orszig kozépss részét egyenletesen,
ellipszoidi szélesség és hossziisag szerint is 0,001 radidnonként felosztva, egy
racsponthalmazt kapunk. Ezekkel a pontokkal bévitettem az orszaghatar
pontjait, az igy kapott halmaz képezte ezeknél a vetiileteknél a szamitas
alapjat.

Az optimalizald algoritmus a vetiiletcsaladtol fiiggs ponthalmaz pontja-
iban szamitotta ki a hossztorzulast, ezen értékek alapjan kereste a minimu-
mot.

Mivel a szamitas numerikus modszerekkel torténik, igy egy adott f vetiilet
esetén a & fiiggvény maximumbhelye szinte biztosan nem a vizsgalt pont-
halmaz pontjaibol keriil ki. Azonban a ponthalmaz stiriisége kell6en nagy
ahhoz, hogy ez az elvi probléma praktikusan nem jelent gondot, hiszen a
maximumbhelyhez legfeljebb 0,001 radian tavolsidgban van pontja a ponthal-
maznak, és ezen a kis tavolsdgon nem valtozik lényegesen £y értéke. Igy a
maximum értéke is nagyon nagy pontossaggal megkaphato ezzel a modszer-
rel.

Az adott vetiilet &; értékeinek maximumat kiszamitva pedig mar alkal-

mazhatok a tobbvaltozos szélsGérték keresés kiillonboz8 modszerei.
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1.2.2. Hatarpontok konvertalasa

Az eredetileg rendelkezésre bocsatott hatarponthalmaz koordinatai EOV ko-
ordinatéak voltak. Ezekbdl kellett a megfelels alapfeliileti pontokat kiszami-
tani. Els6ként meghataroztam az EOV inverz egyenletei alapjan (interpolalas
felhasznalasaval) a pontok koordinatait az IUGG’67 ellipszoidon. Ezek alap-
jan tortént az IUGG’67 ellipszoid alapfeliiletii vetiiletek optimalizalésa. Ugyan-
ezt az adathalmazt lehetett hasznalni abban a két esetben, amikor a fer-
detengelyt kupvetiilet és a Hotine-vetiilet optimalizalasa tortént, IUGG’67
ellipszoidi alapfeliiletet feltételezve.

A pontok Bessel-ellipszoidi koordinatéira is sziikségem volt a sztereogra-
fikus rendszer optimalizalasa miatt. Gyorfty Janostol kaptam meg ezeket az
adatokat, amik ugy keletkeztek, hogy az EOV koordinatak alapjan polinomos
siktranszforméciéval konvertalta a pontokat.

Végiil sziikség volt a hatarpontok W(GS’84 koordinétaira is, hiszen a ferde-
tengelyt kupvetiilet és a Hotine-vetiilet esetén ez a korszertibb megkozelités.
Ezt a konverziot Téglasy Ors HunGPS nevi alkalmazasaval végeztem el
[Téglasy, 2001], az eredeti pontokat az ellipszoid feliiletén feltételezve, vagyis
0 magasséagi adattal ellatva. Ez az algoritmus harmadfoki térbeli polinomok
segitségével végzi el a konverzidt. A konverzid pontossidga messze megha-
ladja az én vizsgalatom altal tamasztott kdvetelményeket, igy ez tokéletesen

megfelelt a célnak.
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1.3. Felhasznalt mo6dszerek

1.3.1. A ,downhill simplex” médszer

A . downhill simplex” mddszer egy széles korben hasznélt, nem-linearis, szél-
s6érték keresési algoritmus. Az algoritmust elséként John A. Nelder és Roger
Mead publikalta [Nelder, Mead, 1965]. A modszer elénye, hogy csak a filige-
vény helyettesitési értékeit hasznalja a szélsGérték kereséséhez. A leghaté-
konyabb tobbvaltozos modszerek a differencialhanyadosok értékét is felhasz-
naljak, de ezek a vizsgédlat ald vont vetiiletek esetében a legtébbszor nem
alltak rendelkezésre. A ,,downhill simplex” moédszer nem hasznélja a derival-
takat, igy ez bizonyult a leghatékonyabb algoritmusnak. Mivel a kutatasaim
soran sokszor hasznaltam ezt az algoritmust, ezért a Fiiggelék tartalmazza a

modszer lényegének lefrasat.

1.4. Programozasi kornyezet

Az optimalizalasi szamitasokat, azok nagy szamitasi igénye miatt szamitogép-
pel végeztem. Visual Studio 2005 fejleszt6i kornyezetben, .NET Framework
3.0 keretrendszer felhasznalésaval, C# nyelven késziiltek az alkalmazasok.

A matematikai szamitasokhoz nagy segitségemre volt az Extreme Opti-
mization cég (http://extremeoptimization.com) Numerical Libraries for NET
2.0 csomagja. Ebben egy hatékony implementacioja talalhatd az el6z6 fe-
jezetben emlitett Nelder-Mead féle ,downhill simplex” modszernek.

Az elkészitett programok kis atalakitassal egyéb vetiiletcsaladok optima-

lizalasat is lehetsvé teszik.



2. fejezet

A magyarorszagi topografiai

térképezés rovid attekintése

Magyarorszagon a topografiai térképezésben tobb alapfeliiletet és tobb vetii-
letet, vetiileti rendszert hasznaltak.

A Monarchia idejében négy katonai felmérés zajlott, kiilonb6zé vetiilete-
ket hasznalva. A kezdeti id&szakban nem hasznéaltak mai szemmel korszerti
vetiilettani hatteret, igy ezek a rendszerek nem képezik vizsgalatom targyat.
A maésodik katonai felméréstsl kezdve ellipszoid alapfeliiletet hasznalnak a

magyarorszagi vetiileti rendszerek.

2.1. Kettds vetités

A kettds vetités alapgondolata az, hogy az ellipszoidrél nem egy lépésben
vetitiink a sikra (vagy egyéb sikbafejthetd feliiletre), hanem kozbeiktatunk

egy gombot [Bugayevskiy, Snyder, 1995|. Azért szerencsés a gombre attérni,

18
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mert a gomb sikra vetitésének képletei 1ényegesen egyszertibbek, mint ellip-
szoid esetén a megfelels képletek.

Topogréfiai alkalmazés esetén az ellipszoidrol a gombre szogtartdé moédon
tériink at. Ezeket a vetiileteket nevezziik szogtarté gombvetiileteknek (1d.
3. fejezet). Ha a gombrdl a sikra is szogtarto vetiiletet alkalmazunk, akkor
természetesen az egész vetiilet (az ellipszoidrdl a sikra) is szogtart6 marad.
Igy a meglévs gombi koordinatakra kiilonbozs szogtartod vetiiletek esetén
érvényes képleteket kiszamitva, kiillonb6z6 tulajdonsagi szogtarto vetiileteket

kapunk.

2.2. Sztereografikus rendszerek

A kettds vetités elvét kezdetben sztereografikus sikvetiilettel alkalmaztak.
A sztereografikus vetiilet elénye az, hogy kielégiti a szogtartosag feltételét,
viszont a vetiileti egyenletei nagyon egyszertek.

A sztereografikus vetiilet sajatsaga, hogy a kezdépont kozelében nagyon
kedvezdek a torzuldsok, azonban tavolodva attol, egyre rosszabbak. Ked-
vez$ torzulési viszonyokat nem lehetett biztositani a teljes dbrézolni kivant
teriileten, ezért tobb kezd&pontot is bevezettek. A budai és a marosvasarhe-
lyi kezdSpontu rendszert hasznaltak. Erdemes megemliteni, hogy a szakiro-
dalomban az 1930-as évektsl megjelent az a tény, hogy harom sztereografikus
rendszer volt a torténelmi Magyarorszagon. Az el6bb emlitett két kezdSpont
mellett a felsorolasokban megjelent az ivaniéi rendszer is. Am a legfrissebb
kutatéasok azt tamasztjék ala, hogy nem véletleniil nem szerepelt kordbban ez

a rendszer, ugyanis ilyen rendszerben nem torténtek mérések [Varga, 2005].
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2.3. Hengervetiiletek

A topografiai térképeknek kezdetben nem voltak kialakult vetiileti kdvetel-
ményei. Kis id§ elteltével a tajékozodéast jobban elGsegitendd széleskorben
elterjedt a szogtartd vetiiletek hasznalata. Ma mar szinte elképzelhetetlen,
hogy ne szogtartd vetiiletet alkalmazzanak topografiai célokra. Ma mér az
is egyre nagyobb teret hodit, hogy ne csak szogtarto, de lehetSleg henger-
vetiilet is legyen [Vargal. A szogtartd hengervetiiletet (Mercator-vetiilet) al-
kalmazzak érints, és metsz6 vagy méas néven redukalt moédon is. Ez utébbi
a teljes abrazolt teriileten kedvez6bb torzulasi tulajdonsédgokat ad. Ennek
oka, hogy ha érinté vetiiletet alkalmazunk, akkor a hossztorzulasi értékek
mindenhol legalabb 1-et adnak, vagyis csak pozitiv irdnyban térnek el az
optimumtol. Ha viszont redukalt vetiiletet alkalmazunk, és a torzuldsmentes
gorbék az adbréazolt teriileten jo helyen haladnak, akkor a maximalis torzulas
értéke csokkenthetd, hiszen lesznek olyan tertiletek, ahol hosszrovidiilés mu-
tatkozik, mig lesznek olyanok is, ahol hossznagyobbodés. De ez utobbi teriilet
mindenképpen kisebb lesz, mint érint6 esetben (hiszen ott az egész teriilet
ilyen a torzulasmentes gorbét leszamitva), és ha jol valasztjuk meg a redukcio
mértékét, a minimalis hossztorzulas értékének kiilonbsége az 1-t6l (abszolut
értékben) nagyjabol megegyezik a maximalis hossztorzulas hasonlé mutatoja-
val.

Erdemes mar itt leszogezni, hogy az ,érints”, ,metsz6” illetve a ,gsiil-
lyesztett” (,redukalt”) szavak hasznalata nem teljesen indokolt, hiszen nincsen
sz6 perspektiv vetiiletekrsl. Vagyis egy képletekkel megadott transzforma-

ci6 irja le a vetitést, ami geometriai vetitésként nem feltétleniil valosithato
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meg. Ennek ellenére a konnyebb elképzelést segitends hasznélhatjuk a fenti

jelzdket.

2.3.1. Ferdetengelyti hengervetiileti rendszerek

1908-ban Fasching Antal munkajanak koszonhetGen a sztereografikus vetiilet
helyett attértek a hengervetiiletek hasznalatéra.

Az  érint6” hengervetiiletek jellemzdje, hogy a (segéd)egyenlité mentén
torzuldsmentes az abrazolas, mig attol tavolodva nd a torzulasok értéke. Az
azonos torzulasu pontok itt a segédegyenlits képével parhuzamos egyeneseket
alkotnak. Ennek kovetkeztében a topografiai vetiileteknél az elvart torzulast
nem meghalado értékek egy ,savban” helyezkednek el. (A hengervetiilet ese-
tében 90 km-re az érint6 f6kortsl 1ép fel az 1,0001-es hossztorzulds.) Egy
ilyen savval nem lehetett lefedni az orszag teljes teriiletét, ezért 3 rendszert

vezettek be: az északit, a kozépsot és a délit (HER, HKR, HDR).

2.3.2. Gauss-Kriiger vetiilet és az UTM

A magyarorszagi topografiai vetiiletek torténetében fontos szerepet jatszik
ez a két vetiileti rendszer. Mindkettd katonai fejlesztés, igy leginkabb a ka-
tonasag hasznalta, hasznalja. Mivel nemzetkozi rendszerek, ezért nem az
orszag teriiletére lettek optimalizalva. Ennek megfelelGen ezeknek a vetiile-
teknek a vizsgalata nem targya ennek a dolgozatnak. Mindkét vetiileti rend-

szer leirasa megtalalhato a [Stegena, 1988]-ban.
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2.3.3. Egységes Orszagos Vetiileti Rendszer (EOV)

Mivel a Gauss-Kriiger rendszert Magyarorszagon katonai célokra, tébbnyire
titkositva hasznalték, ezért egyre inkabb sziikség volt egy polgéri, korszeri
vetiileti rendszerre. Ennek az igénynek a kielégitésére késziilt el 1975-re az
Egységes Orszagos Vetiileti Rendszer [MEM OFTH, 1975], mely az Egységes
Orszagos Térképrendszer (EOTR) vetiileti alapja.

A vetiilet lefrasa részletesen megtaldlhato a a 6.1. fejezetben.

Ez a rendszer kifejezetten magyarorszagi alkalmazasra késziilt, a redukcios
tényezé értékét ugy valasztottak meg, hogy a két torzulasmentes gorbe az
orszag teriiletén haladjon &t, j6 aranyban a segédegyenlits és az orszag ,szélei”

kozott.



3. fejezet

A szogtarté gombvetiilet

vizsgalata

A kettds vetités nagyon fontos szerepet jatszik a magyarorszagi topografiai
vetiiletek témakorében. Ennek megfelelGen fontos, hogy a kettds vetités elsé
lépéseként hasznalt szogtartdé gombvetiiletet alaposan targyaljuk. A késéb-
biekben a sztereografikus vetiiletnél, a szogtartd hengervetiileteknél, illetve

az EOV-nal is fel fogom hasznélni az itt leirtakat.

3.1. Alapkovetelmények és ezek kovetkezményei

A gombvetiiletek specialis vetiiletek, melyeknek alapfeliilete mindig egy forgasi
ellipszoid, képfeliilete pedig mindig egy gomb. Ezen kiviil még az alabbi

megkotések tartoznak a gémbvetiiletekhez:

e Minden ellipszoidi hosszusagi kor képe gémbi hossztsagi kor.

23
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e Minden ellipszoidi szélességi kor képe gombi szélességi kor.
e A meridianok képei a paralelkoroket ekvidisztans modon osztjak.

Ennek kovetkezményei, hogy a vetiileti egyenletek alakja:

p(®,A) = f(P)

A(®,A) = g(A)

vagyis ¢ csak ®-t6l, A pedig csak A-tol fiige. Az egyszertiség kedvéért még
érdemes feltenni, hogy

A(0) = 0.

Ezzel egyiitt a harmadik feltevés kovetkezménye, hogy
AA) =n-A.

A geodéziai gombvetiiletek szinte kivétel nélkiil szogtartok, igy itt csak ezekre
tériink ki. Altalaban igaz a gdmbvetiiletek paralelkér menti, illetve meridian

menti hossztorzulasara, hogy:

R-AX-cosy _chos<p
u- AN ~ "Ncos®
R-Ap R

e Y
& vre =~ f @

h:
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A szogtartas sziikséges és elégséges feltétele, hogy h = k teljesiiljon min-

den pontban. Ezt felhasznalva kapjuk a szélességek kozotti Osszefliggést,

vagyis p(P)-t.

R, Rcosyp
(P =
MSO(> nNcosfb
/ dep M do
=n
cos N cos @

T p 9 do
Int <—+—) — n(l- /
BV n (=€) (1 — €2 sin® @) cos @
T P T P 1—esin®)?
ntg (T+2) = nm(tg(F+2) (e
AV nn(g 179) \Uvesma) | 7€
s 4,0) B n(w (p) 1—esin®) 2
tg(-+2) = Ktg"(-+2) (————
g(4+2 £33 (1—|—esin<1>

A levezetés soran felhasznaltuk, hogy az ellipszoid merididn menti gorbiileti
sugara (M), illetve a harantgorbiilete (N) az alabbi képletekkel kaphato:

a(l—e?)

(1 —e2sin® ®)2
a

V1 —2sin’d

Az utolso sor a K = e° helyettesitéssel adodik a megel6zEbal.

M =

N =

Igy megkaptuk a szélességek kozotti sszefiiggést, melynek két paramé-
tere van: n és K. Szokds a gombvetiileteknél egy normalparalelkort (®,,)
valasztani, melyre h(®,) = 1. Ez a paralelkor torzulasmentesen képzdédik le
a gémbre.

A minimalis hossztorzulasi, konform gémbvetiilet paramétereit megha-
tarozza, ha megadjuk az ellipszoidi normélparalelkor szélességét. Ez abbol

adodik, hogy Osszesen 5 paraméteriink van: R, n, K, ®,, és ¢, de ezek kozott
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Osszefiiggések vannak, ha a vetiilet szogtarto, illetve minimalis hossztorzulasi®.
R a képfeliilet, az tn. Gauss-gémb sugarat jeloli. Ezek az Osszefiiggések az

alabbiak:

tgd, = V1+e?cos?d, -tgp,

nsinyp, = sind,

T On T Pp 1 —esin®, El
w(Gr5) - o (o 5) (e
VI e \17%2 ) \Uicsno,

R = M(®,)N(P,)

Ha &,,-t rogzitjiik, akkor a fenti képletek alapjan minden hidnyz6 paraméter

értéke meghatarozhato.

3.2. Gombvetiiletek optimalizalasa

A gombvetiiletnek egyetlen paramétere van, ami befolyasolja a maximaélis

hossztorzulast, ez pedig a normélparalelkor.

3.2.1. Bessel-ellipszoid

A normalparalelkort a sztereografikus vetiilet esetében a gobmbon valasztottak

v, = 46,5°-nak, aminek az ellipszoidon ®, = 46,5453917638° felel meg.

'A minimalis hossztorzulds itt annyit jelent, hogy a lineArmodulus sorbafejtett
alakjaban

I=1+1(® — ) +1a2(P — 0,)% +13(0 — @) + ...

az elsd-, és a masodfoku tag egyiitthatoja is 0. Ez azt eredményezi, hogy a torzulas 1-t6l

legfeljebb harmadrendben tér el.
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Ebben az esetben a maximaélis hossztorzulas értéke
Imax = 1,00000010105.

A normalparalelkort megvaltoztatva itt jelentds javulas érhetd el, bar ez a
javitds még mindig nem fog lényeges szerepet jatszani. Az egyvaltozos fiigg-
vény szélsGértékét egyszert numerikus modszerekkel megéllapitva adodik,

hogy a jelenlegi orszagteriiletre a normalszélesség
by = 47,163085993°
értéke esetén kapjuk az optimumot. Ekkor maximélis hossztorzulas értéke
Imax = 1,00000003409
-ra csOkken. Ebben az esetben a Gauss-gémb sugara:

RBessel = 6378972, 61165869 m.

3.2.2. IUGG’67

Ezt az ellipszoidot az IUGG (International Union of Geodesy and Geo-
physics) 1967-ben fogadta el.
A normaélparalelkort az EOV esetében az ellipszoidon 47°10/-nek valasz-

tottak. Ebben az esetben a maximaélis hossztorzulés értéke
Imax = 1,00000003435.
A normalparalelkort megvaltoztatva csak minimalis javulas érhetd el.

by = 47,1642913818359°,
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értéke esetén kapjuk az optimumot. Amint lathatdé &, értéke alig tér el
az eredetileg valasztott 47, 16°-t6l, a maximalis hossztorzulas értéke pedig

1,00000003418-ra csokken. Ebben az esetben a Gauss-gémb sugara:

Riuae = 6379741, 2289806 m.

3.2.3. WGS’84

Ezt az ellipszoidot nem szokas kettds vetités esetén alapfeliiletként hasznalni.
Azonban ez az ellipszoid ma mér nagyon széles korben elterjedt, hiszen min-
den GPS-alap eszkoz, szamitas tulajdonképpen ezt hasznélja alapfeliiletnek.
Mivel WGS’84-beli koordinatak sokszor allnak rendelkezésiinkre, ugyanakkor
nem akarunk specialis ellipszoidi vetiiletekkel szamolni, ezért indokoltnak 1at-
szik ezen alapfeliilet esetén is a mai orszag teriiletére nézve optimalis gémb-
vetiiletet megkeresni. Ekkor ugyanis ezt, illetve a kettGs vetités elvét fel-
hasznélva, egyszerti gombi vetiileteket is hasznélhatunk.

Ahogy azt az 1.2.2. fejezetben leirtam, egy konverzios programnak koszon-
hetSen az orszaghatar pontjai, megfelel6 pontossaggal rendelkezésre allnak a
WGS’84-ellipszoidon is. Ezt a ponthalmazt felhasznalva kapjuk, hogy az op-

timalis szogtartdé gémbvetiilet normélparalelkore:
by = 47,1640273928642°,
amikor is a maximalis hossztorzulas:
Imax = 1,00000003418.
Ebben az esetben a Gauss-gémb sugara:

Rywas = 6379717,97415232 m.
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3.2.4. Altalanos észrevételek

Lathato, hogy a Bessel-ellipszoid specialisan erre a teriiletre lett kialakitva,
annak felhasznalasaval kapjuk a legjobb értéket. Azonban a korszertiség alap-
jan nem ajanlhato a Bessel-ellipszoid, hiszen a fontosabb mai rendszerek mar
az egész Foldre optimalizalt ellipszoidokon alapulnak. Mind az TUGG’67,
mind pedig a WGS’84 ilyen. Az utébbi torzulasi szempontokbdl jobb tulaj-
donsigokat mutat, igy ha nincs semmilyen egyéb koriilmény, akkor a fentiek
koziil ennek hasznélata ajanlatos.

Fontos azonban leszdgezni, hogy a gémbvetiiletek ezen ellipszoidok hasz-
nélata esetén legalabb két nagysagrenddel kisebb hossztorzulast okoznak,
mint a gombrdl sikra képezés soran hasznalt vetiiletek. Vagyis a vetiiletek
jo megvalasztésa sokkal fontosabb szempont, mint az alapfeliileti ellipszoid

kivalasztasa.



4. fejezet

A sztereografikus rendszer

4.1. A sztereografikus rendszer bemutatasa

A sztereografikus rendszer is a kettds vetités elvén alapul. Az alapfeliilet a
Bessel-ellipsziod, errdl térnek at gombvetiilettel az Gn. régi Gauss-gombre.

Ebben az esetben a Gauss-gomb sugara:
R = 6378512,966 m,
a normélparalelkort a gobmbon hataroztak meg:
o = 46°30'.
Az ehhez tartozo ellipszoidi normalszélesség:
dy = 46°32'43,41035".

Miutan a gombi vetiilettel attértiink az ellipszoidra, kovetkezik a sztere-

ografikus projekcio. Ennek kezdGpontja, vagyis a vetitési sik érintési pontja

30
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nem a normalparalelkoron van. Kezd6pontnak ugyanis a Gellért-hegy nevi
héromszogelési pontot valasztottak, aminek a koordinatait meghataroztak a

Bessel-ellipszoidon, illetve a Gauss-gombon is.

4.2. A sztereografikus rendszer vizsgalata

A vizsgalat soran a torzulési értékeket nem csak a hatarpontokban sziikséges
vizsgélni, hanem az orszag bels6 teriiletén is. Sztereografikus projekcid ese-
tén a linearmodulus 1-t6]l valo eltérésének izovonalai a Gauss-gomb gdmbi

kiskoreinek képei, mivel a linedrmodulus értéke csak a polustavolsagtol fiigg:

P
cos? g
Ennek megfelel6en megvalaszthatnank tgy a redukcios konstans és a vetiileti
kezd6pont koordinatainak értékét, hogy a linedrmodulus 1-t61 valo eltérésé-
nek maximuma a hatarpontok halmazan lényegesen kisebb, mintha az orszag
teljes teriiletét vizsgalnank.

Az optimalizalast tobb lépcsében végeztem el. ElGszor a gémbvetiiletek
koziil kerestem meg a legjobbat (3.2.1. fejezet). Majd ezt a legkedvez&bb
gombvetiiletet rogzitve kerestem kiilonb6z6 szempontok szerint optimalis szte-

reografikus vetiileteket.

Ha fo-nak a Budapesti Rendszert tekintjiik, akkor az aldbbi értéket kapjuk:
£}, = 0,0005266615.

A torzulési viszonyokat a 4.1. 4bra mutatja. Az 5/10 000-et meghaladé érték
nagyon magas, de ez csaloka, hiszen nem is volt cél a teljes mai orszag

tertiletén alkalmazni.
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&(p)

3710000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

4.1. abra. A £y, (p) értékei a Budapesti Rendszerben

4.2.1. Redukcios konstans

Az optimalizalas sorédn elszor nem valtoztatjuk meg a vetiileti kezd&pont
helyét, vagyis az a Gellért-hegy haromszogelési pontban van. Ekkor vél-
toztatéasi lehetGségnek csak a redukcids konstans modositdsa marad. Ennek
megfelelGen ez a probléma egy egyvaltozos optimalizélast igényel, amit egysz-
erti numerikus modszerekkel lehet elvégezni. A szamitasok azt adjak, hogy

az

m = 0,99973614307495

érték esetén kapjuk a legkedvezsbb vetiiletet (f1). Ekkor a linedrmodulus

1-t61 valo eltérésének a maximuma:
5;1 = 0,0002638116.

Ez megfelel az elvarasainknak, hiszen az m = 1 redukciés konstans eseté-
hez képest varhatoan nagyjabol a felére lehet cstkkenteni a vizsgalt értéket,
hisz az m = 1 esetben csak 1-nél nagyobb hossztorzulés értékek 1épnek fel, ha

viszont a konstans értékét kedvezére allitjuk, akkor a felléps torzulasok egy
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1-re szimmetrikus intervallumba szorithatok. Mivel a redukcios konstans csak
egy hasonlésagot jelent, igy nagyjabol felére csokken £* értéke. Ezt minima-
lisan befolyéasolja az is, hogy kozben a gombvetiiletet is optimalizaltuk, am
ennek hatésa igen csekély. A kapott vetiilet hossztorzulasi viszonyait a 4.2.

abra mutatja.

&(p)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1 1/10000
1/10000
0,5/10000

4.2. abra. A £y, (p) értékei

4.2.2. Kezd6pont a gellérthegyi merididnon

A gellérthegyi merididn kozponti szerepet tolt be a sztereografikus vetiilet-
ben, ezért érdemes megvizsgalni azt az esetet, amikor elmozgatjuk ugyan a
vetiileti kezdSpontot, de csak a gellérthegyi meridianon. Igy eggyel né a pa-
raméterek szama, a redukcios konstans mellett a kezd6pont szélessége lesz a
masik.

A kétparaméteres optimalizalas végeredménye a kovetkezd:

m = 0,99974517030771 (4.2.1)

@o = 48,11737377316864° (4.2.2)
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esetben kapjuk £*-ra nézve a legkedvezsbb vetiiletet (fy). A kapott érték:
£r, = 0,0002542485.

A vetiilet kezdGpontjat jobban megvizsgalva, meglepd az eredmény. Itt ugya-
nis az adja az optimélis megoldast, ha az orszag teriiletérsl kivissziik a vetii-
leti kezdGpontot. Ennek az az oka, hogy a gellérthegyi meridiantol az orszag
északkeleti hatara esik a legmesszebb, és a tavoli pontoknak megfelel§ szé-
lességen 1évé pontok a gellérthegyi merididnon mar a mai orszaghataron

kiviilre esnek. Az fy vetiilet hossztorzulasi viszonyait a 4.3. abra mutatja.

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

4.3. abra. A £y, (p) értékei

4.2.3. Teljes optimalizalas

A legkedvezsbb vetiiletet természetesen tgy kaphatjuk, ha minden széba
keriil paraméternek a legjobb értéket valasztjuk. Vagyis ebben a fejezetben
nem tessziik azt a megszoritast, hogy a kezdGpont a gellérthegyi merididnon

van, hanem barhol lehet.
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Az optimalizdlas ebben az esetben egy 3 valtozos fiiggvény minimumat

adja meg. A harom valtozo:

e a redukcids konstans

e a vetiileti kezdGpont szélessége

e a vetiileti kezd6pont hossziisaga.

Az optimalizalas eredménye a kovetkezd:

m = 0,99978681311325 (4.2.3)
go = A7,44688959° (4.2.4)
Ao = 0,41979448° (4.2.5)

ahol )y értékét a gellérthegyi meridianhoz viszonyitva kell érteni. Az igy
kapott f3 vetiilet kezdSpontjanak szélessége majdnem megegyezik a Gellért-
hegy haromszogelési pont szélességével. A jelentGs eltérést a redukcids kon-
tanson kiviil az okozza, hogy a kezdépont elmozdul keleti iranyban.

A kapott vetiilet esetében a lineArmodulus 1-t6] valo eltérésének a maxi-

muina.:

&, = 0,0002131722,

Ez meglehetésen kedvezének mondhato, hisz a jelenleg is széles korben elter-
jedt EOV esetén ez az érték nagyobb.

A hossztorzulési viszonyokat a 4.4. 4bra mutatja.
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&(p)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1.1/10000
1/10000
0,5/10000

4.4. abra. A £, (p) értékei az altalanos esetben

4.2.4. A gombi lehet&ségek Osszefoglalasa

A fenti 1épések jol mutatjak, hogy a redukciés konstans alkalmazéasaval mér
nagyon komoly el6relépést lehet elérni. Ezzel 1ényegében felére csokkenthetjiik
a szamunkra fontos torzulasi mutaté értékét.

A vetiileti kezd&pont gellérthegyi merididnon valé mozgatésa lényegé-
ben nem hoz eredményt, alig csokken a torzuldsok értéke. Ebben az esetben
inkabb az az érdekes, hogy nem az orszag kézéppontja felé érdemes mozgatni
a kezdGpontot, hanem észak felé.

A tetszoleges vetiileti kezdSpont esete azzal az elméleti jelentGséggel bir,
hogy az igy kapott vetiilet mar az altalam vizsgalt torzulasi mutato (£%)
tekintetében kedvez&bb, mint az EOV.

Erdemes még megemliteni, hogy ha a vetiileti kezdSpont a gellérthe-
gyi merididAnon marad, akkor az ugy helyezkedik el, hogy a torzulasi viszo-
nyok kozelitenek egy kupvetiilet megfelels strukturdjahoz. Vagyis a vetiileti
kezd6pont nem az orszag kozepére keriil, hanem joval kiviil esik azon, amivel

a &-izovonalak csak egy félkor mentén érintik az orszag teriiletét.
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4.3. Ellipszoidi sztereografikus projekci6

Felmeriil az a lehetség is, hogy az ellipszoidi sztereografikus vetiiletet hasz-
naljuk topografiai vetiiletként, hiszen ez is szogtart6. Ekkor nincs sziikség
kettds vetitésre, de a vetiileti egyenletek tulajdonképpen tartalmazzak ezt
a motivumot. [Bugayevskiy, Snyder, 1995] alapjan a sikkordinaték az alabbi

képletekkel szamithatok:

x = A(P,A)cos xsin(A — Ay)

y = A(P,A) (cosypsiny — sin yg cos x cos(A — Ag))

ahol

2amM (Do)
cos Yo (1 4 sin xg sin x + cos xq cos x cos(A — Ag))

™ ¢ 1—esind)? T
d) = 2 t t -+ — - N
x(®) arcg(g(4+2)(1+esin®> ) 2

cos ®
V1—e2sin?®

és a az ellipszoid nagytengelyének fele, e az ellipszoid els6 excentricitésa,

m pedig a redukcios konstans. & és Ay a vetiileti kezdSpont ellipszoidi ko-
ordinatai, illetve yo = M (Py).

A vetiiletet rendszerint m = 1 redukciés konstanssal alkalmazzak, amit
nevezziink ,érints” elhelyezésnek. Erdemes azonban gondolni a ,metszé” szte-
reografikus projekciora is, vagyis hogy az m konstans értékét 1-t6l kiilon-
bozoének is valaszthatjuk. Ennek kévetkeztében a hossztorzulasi értékek lehet-
nek 1-nél kisebbek is, igy mindenképpen kedvezsbb vetiiletet kaphatunk a

hossztorzulas 1-t6l valo eltérésének maximumaét illetGen. A fenti jeloléseket
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felhasznalva a linedrmodulus értéke:

A(P, A) cos x
aM (D)

(®,A) =

Minimalis mértékben moédositja az optimalizalas végeredményét, hogy a
hatarpontok koordinatait melyik alapfeliileten tekintjiik. Mivel ez a vetiilet
sosem volt a magyarorszagi topografisban hasznalatban, igy a hagyomanyok
nem tiintetik ki egyik alapfeliiletet sem. Mivel azonban a sztereografikus pro-

jekciot Bessel-ellipszoid alapfeliilettel alkalmaztak, igy ennek a vetiiletnek a

torzulési viszonyait is Bessel-ellipszoidot alapfeliiletnek véve szamitottam ki.

4.3.1. ,Erint6” elhelyezés

Az optimalizalas paraméterei ebben az esetben a vetiileti kezd&pont ko-
ordindtai. A kétvaltozos fliggvény minimumhelyére az alabbi értékek adod-

nak:

®y = 47,8917608961°

Ay = 0,4121736307°

(Ag értékét a Gellért-hegy haromszogelési pont Bessel-ellipszoidi meridian-
jahoz képest kell érteni.)
Ebben az esetben a kapott vetiileti egyenletekhez (g;) tartozod torzulasi

mutato értéke:

£ = 0,0004141809.

Ez az érték til nagy ahhoz, hogy felmeriiljon a vetiilet alkalmazasa az egész

orszég teriiletére. A torzulasi viszonyokat a 4.5. abra mutatja.
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&(p)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1.1/10000
1/10000
0,5/10000

4.5. abra. A £, (p) értékei

Viszont nem annyira rossz ez az érték, hogy a redukcios konstans megfelels

megvalasztasaval ne lehetne £* értékét 2/10 000 kozelébe hozni.

4.3.2. Redukcidés konstans

Mar a gombi sztereografikus vetiiletnél is azt tapasztaltuk, hogy legkomolyabb
mértékben a redukcios konstans bevezetésével tudunk csokkenteni a torzulé-
sokon. Ennek megfelelGen az ellipszoidi valtozatnal is ezt varjuk. Most tehat a
vetiileti kezdSpont két koordinataja kiegésziil a redukcios konstans értékével,
ami az optimalizalds paramétereit illeti. A fiiggvény a minimumat az aldbbi

pontban veszi fel:

m = 0,99979827079739
b, = 47,8201298022°

Ay 0,4396938400°

(Ao értékét a Gellért-hegy haromszogelési pont Bessel-ellipszoidi meridian-

jahoz képest kell érteni.)
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Az igy kapott vetiiletet go-vel jelolve kapjuk, hogy
£y = 0,0002127864.

A sztereografikus vetiilet egyszertiségét figyelembe véve ez kifejezetten ked-
vez6 értéknek tekinthetd.

A torzulasi viszonyokat a 4.6. Abra mutatja.

Ep)

3/10000

2/10000
1,5/10000 F
1,2/10000 F
1,1/10000

1/10000
0,5/10000

4.6. abra. A £y, (p) értékei

Erdemes felhivni a figyelmet arra, hogy az optimalis gémbi sztereogra-
fikus vetiilet (els§ 1épésben egy gombvetiiletet alkalmazva) és az ellipszoidi
sztereografikus vetiilet kozott nagyon csekély a kiilonbség. Ez a kiilonbség a
szamolasi pontossaghol ad6do hibahataron beliil van.

Ha a két vetiilet hossztorzulasi viszonyait nézziik minddssze, akkor 1énye-

gében nem fedezhetd fel kiillonbség kozottiik.



5. fejezet

Lambert-féle szogtartdé kupvetilet

A Lambert-féle szogtarté hengervetiilet 1772 6ta ismert, Lambert, francia
geodéta irta le el6szor [Lambert, 1772|. Szogtarto volta miatt természetesen
felmeriil a topografiai alkalmazasa. A vetiilet hasznalata a korszerd topogra-
fiAban tobbféleképpen is elképzelhetd.

Lambert természetesen gombi alapfeliilet esetére irta le a vetiiletet. Ha
ezt a verziot kivanjuk hasznélni, akkor az ellipszoid alapfeliiletrél at kell
térniink a gombre, vagyis sziikségiink lesz ismét a kettds vetitésre, és elsd
lépésként egy szogtartdo gombvetiiletre. Az alapfeliilettsl fiiggéen érdemes
optimalizalni a gémbvetiiletet, majd pedig a kupvetiiletet. Ha kedvezd torzu-
lasi viszonyokat szeretnénk, akkor mindenképpen ,metszd”, vagyis stillyesztett
elhelyezést kell alkalmaznunk. Ekkor normalis elhelyezés mellett két para-
métere van az optimalizalasnak, mégpedig a két normalparalelkor értéke.
Megvizsgalom az érinté elhelyezést is, amikor csak az egyetlen normalpara-
lelkoér optimalizélasara van sziikség, abbol a célbol, hogy jol lathato legyen,

hogy ennek az alkalmazisa nehezen indokolhato6.

41
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Ferdetengelyti elhelyezést is alkalmazhatunk, bar ebben az esetben a vetii-
leti egyenletek lényegesen bonyolultabbak. Mivel azonban a sziikséges szamita-
sokat manapsag méar szamitogépek végzik, igy ez nem jelent komoly kiilonb-
séget. Ferdetengelyt elhelyezés esetén az optimalizalas 4-valtozossa valik,
hiszen a két normalparalelkor mellett a segédfoldrajzi fokhaldzat kezdGpontja
is paraméter lesz, ami két gombi koordinatat jelent.

Ennek a vetiiletnek azonban van ellipszoidi valtozata is, ami nem igényli
egy kozbiilsé 1épés (gombvetiilet) beiktatasat. Ezt hasznélva az optimalizalasi
folyamat teljesen ugyanaz, mint a gémbi esetben, leszamitva, hogy gémb-
vetiilet optimalizaldsara nincs sziikség.

A Magyarorszagon alkalmazott vetiiletek ko6zott nem talalhaté meg egyik
megoldas sem, de tobb helyen is alkalmazzék hasonlé célokra. Az 1:1 000 000
méretaranyu vilagtérképmi vetiiletének is ezt valasztottak a modositott po-
likonikus vetiiletet lecserélve. Ennek megfelelen indokolt megvizsgalni, hogy
optimélis esetben ennek a vetiiletnek milyen hossztorzulési tulajdonsagai

vannak. Itt is megvizsgalom az érintd, illetve a metszd elhelyezést is.

5.1. Kettos vetités

A vetités elsé 1épéseként egy gombvetiiletet alkalmazunk, aminek a vetiileti
egyenleteit a 3. fejezet targyalja.
Ezt kovetSen egy Lambert-féle gombi kuipvetiilettel tériink at a gémbral

a sikra, ennek vetiiletei egyenletei (31, 32 a hossztorzulasmentes paralelkorok
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poélustavolsagai):
o) = cw(5)
AN = n),
ahol
n = cos/fy
c - Bh
tg" F

A vizsgalat soran tanulmanyozom azt az esetet is, amikor ,érint¢” a kipvetiilet,
vagyis mindossze egyetlen hossztorzulasmentes paralelkor van. Ekkor az n és
C' értékei kicsit modosulnak, mégpedig a kovetkezGképpen (5y az egyetlen

hossztorzulasmentes paralelkor polustavolsaga):

Insin 5 — Insin 3y

n g
lntg% — lntg%
sin

C = —5;
ntg" 5

Szamomra a legfontosabb az optimalizalés soran a linearmodulus értéke,

ami ennél a vetiiletnél csak a szélesség (vagy a polustavolsag) fliggvénye:

1(5) = np(f)
sin 3
Ez az egyenlet mindkét fenti esetben érvényes.
Megvizsgélom a vetiiletet a ferdetengelyt elhelyezés esetén is, ekkor a

fenti képletek természetesen a segédfdldrajzi koordinatakra értenddk.

5.1.1. ,Erint&” elhelyezés

Ebben az esetben minddssze az egyetlen torzulasmentes paralelkor jelenti az

optimalizalas paraméterét. [UGG’67-ellipszoid alapfeliilet esetén jeloljiik az
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optimalis vetiiletet hi-gyel, ekkor

0o = 47, 1234400128

a legjobb valasztas. Ebben az esetben

&, = 0,0003080577,
mig WGS’84-ellipszoid esetén (amit ho-vel jeloliink):

wo = 47,1231788506

helyen van az optimum, ekkor

&h, = 0,0003080186.

A torzulasi viszonyokat WGS’84 alapfeliilet esetén az 5.1. dbra mutatja.

Elp)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1710000
0,5/10000

5.1. abra. Legkedvezsbb érintd, szogtarto kupvetiilet (hs)

5.1.2. ,Metsz6”’ elhelyezés

Az optimalizalas paramétereit most a hossztorzuldsmentes paralelkérok szé-

lességei adjak. Ebben az esetben két ilyen van: ¢, és p,. Ekkor a legkedvez&bb
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torzulasi viszonyokat IUGG’67 alapfeliilet esetén (hg)

1 = 48,1258142184°

Yo = 46,1147195559°

értékek adjak. Ebben az esetben

&hy = 0,0001540054.

A megfelels értékek WGS'84 alapfeliilet esetén (hy):

o1 = 48,1254961348°
0y = 46,1145287059°

&, = 0,0001539859.
A torzulasi viszonyokat WGS’84 alapfeliilet esetén az 5.2. 4bra mutatja.

&(p)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000 |
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

5.2. abra. Legkedvez6bb metszs, szogtartd kupvetiilet (hy)

5.1.3. Ferdetengelyii elhelyezés

A Lambert-féle szogtarto kipvetiiletet ritkan alkalmazzak ferdetengelyti elhe-

lyezéssel. Csehszlovakidban hasznaltak topografiai célokra a Kiovak-vetiiletet
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[Kuska, 1960], melynél Bessel-ellipszoidrol tértek at szogtarté gombvetiilet-
tel egy gombre, majd a gémbrél egy ferdetengelyti, szogtartd hengervetiilettel

képeztek a sikba.

&(p)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1 1/10000
1/10000
0,5/10000

5.3. abra. Legkedvezgbb ferdetengelyti, szogtartd kapvetiilet (hs)

Megvizsgaltam, hogy a Krovak-vetiilet 6tletét felhasznalva, hogyan kap-
hatjuk a legkedvezébb vetiiletet Magyarorszagra. Ebben az esetben két j
paraméterrel béviil a valtoztathato értékek listdja, nevezetesen a segédfold-
rajzi koordinata-rendszer kezdépontjanak két koordinatajaval (@, A). Igy az
optimalizalas is ennek megfelelGen valtozik. Az optimalizalas eredménye (hs)

a kovetkezé (WGS'84):

13,2672445780°

6l
Il

>
I

69, 7037780769°
¢1 = 36,9522230390°

¢s = 38,6591238311°,

ahol @, A pont jelenti a gomb feliiletén a segédféldrajzi fokhalézat kezdGpont-

jat (nem a segédpolusat), o1, o pedig a torzulasmentes paralelkoroket.
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Ekkor a linearmodulus 1-t6l valo eltérésének maximumas:
&, = 0,0001109383.

A torzulasi viszonyokat az 5.3. abra mutatja.

5.2. Ellipszoidi kupvetiilet

A kettds vetitést ki lehet kiiszobolni, és az ellipszoidrol azonnal lehet szog-
tarto modon attérni a sikra kupvetiilettel [Varga, 1983]. Ezt a lehetdseget
targyalja ez a fejezet.

Ebben az esetben csak a normalis elhelyezést vizsgalom meg, hiszen az
ellipszoidi vetiileteknél a ferdetengelyt elhelyezés lényegesen komplikaltabbé
teszi a szamitasokat, mint a gombi vetiiletek esetén. Eszerint csak az ,érintg”,
illetve a ,,metsz&” elhelyezést targyalom itt. El6bbi esetben egyetlen torzulas-
mentes paralelkor van (®; = ®,), mig a masodiknal ketts (Pq, y).

Az ellipszoidi szogtartd kupvetiilet sugarfiiggvénye az alabbi:

@) = dtgﬂg-@(uesm@)’?

2 1 —esin®
ahol

o 1 1—e?sin® &g
Incos®; — Incos @3 + 5 1In <1762 e
n - T_ & T_g 1+esin 1
5 —P1 5 —®2 e 1l—esin ®
ln tg QT - ln tg 2 2 + 2 ]'n 1+esin<i>;
l1—esin @9

acos Py

ny/1—e2sin? ®;
d

T_P ne
n 3P [14esin®; | 2

l—esin ®;

ahol ®; és 5 a torzulasmentes paralelkorok ellipszoidi szélessége.
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Erint6 elhelyezés esetén a fenti képlet d-re nem érvényes (0 lenne a neve-

z6ben &1 = ¥, esetén), ekkor az alabbi egyenlGség igaz:
d = sin ®g.

A fenti értékeket felhasznalva mar a linearmodulus értékét is ki tudjuk

szamitani:
p(®)ny/1 — e2sin® @

(D) =
(®) acos ®

Mivel ennek a vetiiletnek nincs hazai hagyomanya a topografiai vetiiletek
korében, igy az alapfeliilet nem rogzitett. Az optimalizalas ténye korszert el-
lipszoidok alkalmazéaséat kivanja. Ennél a vetiiletnél két alapfeliiletre végeztem
el a szamitasokat, az ITUGG’67-es ellipszoidra (3.2.2. fejezet) és a WGS’84-es

ellipszoidra (3.2.3. fejezet).

5.2.1. ,FErint&” elhelyezés

Ebben az esetben, ahogy a kettds vetitésnél is, az egyetlen torzuldsmentes
paralelkor szélessége jelenti az optimalizalas paraméterét. A két alapfeliilet

esetén az eredmények a kovetkezdk:

IUGG’67

Jeloljiik az optimalis vetiiletet hg-tal, ekkor
by = 47,1678783132°

és

& = 0,0003080577.
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WGS’84

Legyen az optimalis vetiilet A7, ekkor

by =47,1676160014°
és

&, = 0,0003080186.

5.2.2. ,Metsz6”’ elhelyezés

A ,metsz8” elhelyezés azt jelenti, hogy két torzulasmentes paralelkort vélasz-
tunk. Ett6] kedvez6bb torzulasi viszonyokat varhatunk, mivel az ,érint&” eset-
ben csak hossznagyobbodasok 1épnek fel, mig a ,metsz&” elhelyezés esetén a
két normalparalelkor k6zott hosszcsokkenést tapasztalunk.

Az ilymoédon kétvaltozos fliggvény minimumhelyei alapfeliilettdl fiiggGen

a kovetkezdk:
IUGG’67
Jeloljiik a legjobb vetiiletet hg-cal, ekkor

O, = 48,1717678555°

d, = 46,1575442222°.
Ebben az esetben a szamunkra fontos érték:

&, = 0,0001540052.
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WGS’84

Legyen az optimalis vetiilet hg, ekkor

$;, = 48,1714416115°

b, = 46,1573460632°.
Ebben az esetben &* értéke:

&hy, = 0,0001539856.

5.3. Konklazio

Az el6zetes varakozasoknak megfelelGen bebizonyosodott, hogy az ,érint&”
elhelyezés nem szolgaltat jo eredményt. Az elfogadhaté eredményhez min-
denképpen ,metsz§” kupvetiilet hasznalata sziikséges. Az is jol lathato a vizs-
galatokbol, hogy a két kivéalasztott ellipszoid k6zott nincs érdemi kiilonbség,
vagyis esetleges hasznalat esetén nem a torzulési viszonyok fogjak eldonteni,
hogy melyiket érdemes alapfeliiletnek vélasztani. Az sem hoz érdemi kiilonb-
séget, hogy a kettGs vetitést valasztjuk az adott alapfeliilet esetén legked-
vezGbb gombvetiilettel, vagy kozvetleniil képeziink az ellipszoidrél a sikba.
Ami remélhetd volt, de a vizsgalat bizonyitotta is, hogy a ferdetengelyti
elhelyezésnek megvan a létjogosultsaga, hiszen nem elhanyagolhaté mérték-
ben javitja £* értékét, szogtartd kuapvetiilettel ilymoédon érhetd el a legjobb

eredmény.



6. fejezet

Egységes Orszagos Vetileti

Rendszer

6.1. Az EOV bemutatasa

Az Egységes Orszagos Vetiileti Rendszer ellipszoid alapfeliiletrél képezi le a
Fold pontjait a sikba. Ez két 1épésben torténik. Els6 1épésként az ellipszoidrol
a pontot egy gombfeliiletre transzformaljuk egy gombvetiilet segitségével,
mésodik lépésként pedig a gémbi pontot vetitjiik a stkba egy hengervetiilet

altal.

6.1.1. Az alapfeliilet

Az EOV alapfeliilete az ITUGG’67-es forgasi ellipszoid. Az alapfeliilet adatai

a 3.2.2. fejezetben megtalalhatok.
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6.1.2. A gombvetiilet

A vetiilet els6 1épéseként az [UGG'67 ellipszoidrol gémbre tériink at szogtartod
modon (Id. a 3. fejezet).

Az EOV esetén az ellipszoidi normalszélesség megvalasztasa:
P, = 47°10" = 47, 16°.
Ennek kovetkeztében a tobbi paraméter értéke:

o, = 47° 7 20,0578" = 47,122238277°
n = 1,0007197049
K = 1,0031100083

R = 6379743,001 m

6.1.3. A hengervetiilet

A vetiilet masodik lépéseként a gombrol egy ferdetengelyt, siillyesztett, szog-
tartd hengervetiilettel tériink at a sikra. A siillyesztés mértéke a redukcios

konstanson miilik, mely az EOV esetén
m = 0,99993.

Ezen kiviil a vetiilet pontos megadéasahoz a segédpolus koordinataira van
még sziikség. Ehelyett inkdbb a vetiileti kezdSpontot szokték megadni. Ez az
EOV esetében:

o = 47°6 =47,1°

/\0:00
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Az, hogy az ellipszoidi normalszélesség nem egyezik meg a géombi normal-
szélességel, problémat okoz a térinformatikaban. Ugyanis a legtobb térinfor-
matikai szoftver csak olyan paraméterezhets vetiileteket tdmogat, amelyekrsl
feltételezi, hogy ez a két érték egybeesik. Ezért mertl fel, hogy ezeknél a
szoftvereknél az EOV-t egy megfelel6en paraméterezett Hotine-féle vetiilet-
tel helyettesitsiik. [Molnar, Timar, 2002]

A gémbon a gellérthegyi meridiant tekintjiik kezdémerididannak. Ennek a

pontnak az ellipszoidi koordinatai:

D, = 47°8 39,8174 = 47,144393722°

Ay = 19° 2 54,8584" =19,048571777°

Ezen adatok megléte utdn mar csak alkalmazni kell a jol ismert szogtarto

hengervetiiletet, melynek vetiileti egyenletei:

A
= Rmntg| -+ =
T mng(4 2)

y = RmN

ahol ¢/, illetve A" a segédfdldrajzi koordinatéi a megfelel§ pontoknak. Fzeket

a

sin’ = cospysin e — sin gy cos Y cos A
.y CcOS ( sin A
sin\' = ———
cos ¢’

képletekkel lehet kiszamitani.
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6.2. Az EOV vizsgalata

6.2.1. Bevezetés

Vannak a vetiiletnek olyan paraméterei, amelyek modosithatok anélkiil, hogy
a vetiilet alapvetd tulajdonsagai megvaltoznanak. Az EOV esetén ezeket a
paramétereket rogzitették konkrét értékekkel.

A gombvetiilet esetén egyetlen paraméter van, a normalszélesség. Ennek
optimalizalasa megtortént a 3.2.2. fejezetben. A tovabbi szamitasok soran ezt

a normaélszélességet hasznalom.

6.1. abra. A vetiileti kezd6pont valodi hengervetiileteknél

A hengervetiilet esetén 3 paraméterrsl beszélhetiink. Az egyik az m-
mel jelolt vetiileti méretarany-tényezs, amit 1-nél kisebbnek valasztva az
Lerint§” elhelyezésii hengervetiiletbdl ,metszd” elhelyezést lesz. A mésik két

paraméter a segédegyenlits és a segéd-kezddmerididn (ami egyben egy valodi
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meridian is) térképi metszéspontjaban elhelyezkedd vetiileti kezddpont (1d.
6.1. abra) két foldrajzi (gombi) koordinatéja (o a szélessége, Ao a hosszu-
saga) |Gyorfly].

Az EOV esetén & értéke kicsit nagyobb, mint 2,5/10 000. Az orszag
északkeleti hatarszakaszan taldlhato a vetiiletnek az a pontja, ahol a linear-

modulus értéke felveszi a maximumat (1d. 6.2. abra).

6.2.2. A hengervetiilet paramétereinek optimalizalasa

Mivel a gombvetiilet optimalizalasa nem javit érdemben a hossztorzulési vi-
szonyokon, igy lényeges javulést csak a hengervetiilet paramétereinek opti-
maélis megvalasztasatol varhatunk.

A hengervetiilet bevezetében targyalt hdrom paraméterét eredetileg a
kovetkez6 modon véalasztottdk meg: m = 0,9993, ¢y = 47, 1°, illetve \g = 0°.

Ezek mellett a paraméterek mellett a maximélis hossztorzulés értéke:

lmax = 1,00025620752.

Egy negyedik, moédosithaté paraméternek tekinthetnénk a kezdémeridian
azimutjat, vagyis hogy a kezd6meridiant elforgatjuk a jelenlegi északi irany-
hoz képest, igy nem tartjuk be azt a konvenciot, hogy a segéd-kezdémeridian
dthalad az Eszaki-sarkon. Ekkor tehat ez a segédmeridian nem lenne valodi
meridian.

Erdemes azonban észrevenni, hogy ez nem eredményez 1j szabadsagi
fokot. Ha ugyanis adott egy tetszdleges vetiileti kezdGpont és egy azimut,

amivel a segéd-kezdémeridian eltér az északi iranytol, akkor ehhez létezik
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3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

6.2. abra. Az EOV hossztorzulasi viszonyai

olyan vetiileti kezdSpont Eszaki-sarkon athaladé kezdémeridiannal, aminek
esetén a szokéasos segédegyenlits épp az el6z6 konstrukcioban 1étrejévs segéd-
egyenlitével esik egybe. Marpedig a segédegyenlitGk egybeesése esetén a tor-
zulasi viszonyok megegyeznek. Ennek oka, hogy a hengervetiilet lineArmodu-
lusa csak a segédszélességtol fiigg (ardnyos #@,—Vel). Ezek alapjan a feladat
arra a kérdésre egyszertisodik, hogy hogyan kell megvéalasztani a redukcios

tényez6t és a vetiileti kezd6pont koordinatainak értékét, hogy £* minimalis

legyen.

A vizsgalat eredménye

A haromvaltozos fliggvény szélsGértékének meghatarozasa tehat a feladat. A

legkedvez&bb hossztorzulast akkor kapjuk, ha

m = 0,9998886587,
o = 48,4205621109°,

Ao = 17,7071567991°.
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Ezt a \g-t persze ugy kell érteni, hogy az eredeti (gellérthegyi) kezdmeridian-
hoz képest ennyivel kell keleti irdnyban elmozgatni a kezd6pontot. Ebben az

esetben a hossztorzulas értékének 1-t81 valdo maximalis eltérése:
5;20 =0,0001113391.

Az igy kapott kezdépont Kelet-Ukrajnaban talalhato (1d. 6.3. abra).

6.3. abra. Az 1j vetiileti kezdSpont és a segédegyenlits elhelyezkedése

Ez tehat azt jelenti, hogy a redukalt, ferdetengelyti, szogtarté6 hengerve-
tiiletben az eredetileg tobb mint 2,5/10 000-es értéket egészen 1,12/10 000
ala lehet csokkenteni ugy, hogy a vetiilet alapvetd jellegét és az alapfeliiletet

nem valtoztatjuk meg.

A kapott vetiilet elemzése

Erdemes megvizsgalni a kapott vetiiletet. Ha csak azt vessziik figyelembe,

hogy &* értéke minimalis legyen, akkor kétségkiviil ez a legkedvez&bb megol-
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dés. Azonban latva a kapott vetiilet torzulasi viszonyait (6.4. abra) felmeriil-
hetnek egyéb szempontok is. Ez a vetiilet ugyanis az orszag teriiletének
k6zéps6 savijaban nem teljesiti az 1/10 000-es feltételt, mig az EOV ezt tel-
jesitette. S6t az izovonalas térképeken az is latszik, hogy az 1j vetiilet esetén

kisebb teriileten marad & értéke 1/10 000 alatt, mint az EOV esetében.

&lp)

3710000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

6.4. abra. A £y, (p) értékei az optimalis vetiilet esetén

Ezeknek az észrevételeknek megfelelGen négy tovabbi esetet vizsgalok
meg. Az egyik az az egyszert eset, amikor a vetiileti kezdépontot nem valtoz-
tatjuk. A masodikban a vetiileti méretarany-tényezét 1-nek valasztjuk. Ekkor
a segédegyenlitGtsl tavolodva egyre nének a hengervetiilet hossztorzulasi ér-
tékei. (Ezt minimalisan modositja a gombvetiilet altal hozzaadott torzulas.)
A harmadik esetben az optimum keresésénél azt tiizzik ki célul, hogy az
orszag ,belsd” teriiletén a vetiilet mindenképpen feleljen meg az 1/10 000-
es kovetelménynek. A negyedik esetben pedig egy olyan vetiiletet probalunk
talalni, ami nem annyira kedvezé a £* értékét tekintve, viszont az orszag te-
riiletének jelentds részén a hossztorzulas nemhogy 1,/10 000 alatt van, hanem

a 0,5/10 000-et sem haladja meg.
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Ha a kezd&pontot nem moédositjuk

Természetes kérdésként mertiil fel, hogy mi £* legkedvez&bb értéke abban az
esetben, ha a vetiileti kezdépontot nem modositjuk. Ekkor csak a vetiileti
méretarany-tényezd marad paraméterként, vagyis ismét egy egyvaltozos szél-
sGérték probléméahoz jutunk. Ezt numerikus modszerekkel megoldva kapjuk,

hogy
m = 0,9998369138

esetén lesz optimalis £* értéke és ekkor
£;, = 0,0001630874.

Ami azt jelenti, hogy méar a vetiileti méretarany-tényezé optimalizalaséval
jelentGs javulast lehet elérni. A pontos hossztorzulasi viszonyokat a 6.5. dbra

mutatja.

Elp)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000 F
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

6.5. dbra. A £f, (p) értékei, ha a kezd6pontot nem moédositjuk
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Ha a vetiileti méretarany-tényezd 1

A masodik esetben tehat rogzitsiik az m = 1 értéket. Ez azért érdekes, mert
ekkor a ,vetités” masodik 1épésében a jol ismert Mercator-vetiilet ferdetenge-
lyt valtozata keriil alkalmazéasra.

Ekkor tehat mindossze a kezdSpont koordinatéit kell optimalisan megva-

lasztani. Ezt az alabbi paraméterekkel érhetjiik el:

o = 48,4192503398°,

Ao = 17,6994454187°.

Ekkor
5}‘2 = 0,0002226999.

Ebbdl lathato, hogy ennek a verzionak minddsszesen annyi az elénye, hogy
a Mercator-vetiiletet alkalmazzuk, hiszen £} értéke alig kedvez6bb, mint az

EOV esetében. A hossztorzuléasi viszonyokat a 6.6. a4bra mutatja.

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

6.6. abra. A £y, (p) az m = 1 esetben
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Az orszag kozépsoé teriiletére koncentralva

A harmadik esetben azt szeretnénk elkeriilni, amit az optimaélis vetiilet esetén
tapasztaltunk, nevezetesen, hogy az orszag kzépss savjaban (a hengervetiilet
segédegyenlitje kornyékén) £(p) értéke meghaladja az 1/10 000-et. A vetiileti
kezd6pontot meghagyva, csak a redukcios tényezét valtoztatva ezt az alabbi

paraméterekkel érhetjiik el tigy, hogy a £* értéke alig romlik az optimalishoz

képest:
m = 0,9999000005,
wo = 48,4205621109°,
Ao = 17,7071567991°.
Ekkor

&r, = 0,0001226835.

A hossztorzulési viszonyokat a 6.7. 4bra mutatja.

3710000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000 =
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

6.7. abra. Az orszag kozépsd teriiletén a &, (p) értéke 1/10 000 alatt marad
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Nagy teriileten nagyon kedvezé vetiilet

A negyedik esetben egy olyan vetiilet adodik, amelynek az a szerencsés tulaj-
donsaga van, hogy az orszag teriiletének a nagy részén a linedrmodulus 1-t61
valo eltérése 0,5/10 000 alatt marad. Ennek persze az az ara, hogy &* értéke

nem annyira kedvezd. Javaslatom az alabbi paraméterhalmaz:

m = 0,99995,
wo = 48,4205621109°,

Ao = 17,7071567991°.

Ekkor
5;4 =0,0001726941.

Vagyis jelentGsen megnétt £ értéke. A hossztorzulési viszonyokat a 6.8. abra

mutatja.

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

6.8. abra. Az orszag nagy részén a &y, (p) értéke 0,5/10 000 alatt marad
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6.2.3. Konkluazid

EOV esetén az optimalizdlas eredményeit a kovetkezdképpen lehet Gssze-
foglalni.

Megfontoland6, hogy a gdémbvetiilet paraméterét érdemes-e megvaltoz-
tatni, mert az optimalizalassal elért javulas elenyész6. Ha a hengervetiiletnél
csak a vetiileti méretarany-tényezé értékét optimalizaljuk, akkor is jelentds
javulast tapasztalunk. Ha ezen kiviil még a vetiileti kezdSpontot is elmoz-
gatjuk, és optimalis helyen vessziik fel, akkor a linearmodulus 1-t61 valo elté-

résének maximuma az eredetihez képest kevesebb mint a felére csokkenthetd.



7. fejezet

A Hotine-féle vetiilet optimalis

parameéterezése

7.1. A Hotine-féle vetilet

Az ellipszoid alapfeliileti, ferdetengelyt, szogtarté hengervetiilet altalanos
képletét Martin Hotine adta meg [Hotine, 1947]. Hiperbolikus fiiggvények
segitségével tette ezt meg, amit Snyder hozott zart alakra [Snyder, 1979]. A
vetiilet jelentGségét szamunkra az adja, hogy ezt a vetiiletet tdmogatjak a
térinformatikai szoftverek, mégpedig paraméterezheté modon. Ahogy azt a
[Molnar, Timéar, 2002] cikk is targyalja, az EOV sok szoftverben nem definial-
hato pontosan (1d. 6.1.3. fejezet), igy a szerz6k a Hotine-vetiilet egy, az EOV-t
legjobban kozelité paraméterezését ajanljak. Ez adta az otletet, hogy érdemes
megvizsgalni, hogy ha nem az EOV-t akarjuk helyettesiteni ezzel a vetiilettel,
hanem kiilonb6z6 igényeknek megfelelGen keressiik az altala nytjtott legked-

vez6bb lehetéségeket, akkor mit lehet elérni.

64
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7.1.1. A Hotine-féle vetiilet paraméterezése

A vetiiletet tobbféle megkozelitéssel lehet megadni. Ez a megkozelités csak
az elméleti hengerpalast elhelyezésének definialasat jelenti.

Tetsz6leges megkozelités esetén szitkség van a redukeios tényezé (m) meg-
adasara. A hagyomanyokat kovetve az m = 1 esetet nevezziik ,érint&” elhe-
lyezésnek.

A hengerpalast helyének pontos helyzetét a redukcids konstans ismerete

mellett 3-féle moédon szokas leirni:

e a vetiilet segédegyenlitéjén (kozépvonalan) megadott két pont ellip-

szoidi koordinataival (®q, Ay, o, As),
e a vetiileti kezdSponttal (®g, Ag) és a kozépvonal azimutjaval (ayp),

e a segédpolus koordinataival (segédpoluson az elméleti hengerfeliilet for-

gastengelyének Gauss-gémbi doféspontjat értjiik).

Els6 ranézésre a fenti 3 eset paraméterszamban kiilonbozik, hiszen az elsé
esetben 4, a masodikban 3, a harmadikban pedig 2 érték definiélja a henger
elhelyezkedését. A valésdgban azonban ez csak 2 fliggetlen paraméter min-
den esetben. A méasodik esetben nyugodtan rogzithetjiik az azimutot mond-
juk 90°-nak, a kezdépont koordinatainak valtoztatasa tetszéleges hengerelhe-
lyezést meg tud valdsitani. Ugyanezzel a jelenséggel talalkoztunk a 6.2.2. fe-
jezetben, és ott a 6.3. dbra jol mutatja a helyzetet. Az pedig vilagos, hogy
két gombi pontra illeszkeds f6kort megadhatunk az egyik ponttal és a f6kor
pontbeli érint§jének azimutjaval is, igy az elsé esetben is tulajdonképpen

csak két fiiggetlen paraméter marad.
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Az optimalizalas soran tehat 3 paraméter vizsgalata indokolt. A @, Ag, ag
harmas barmely tagjat rogzihetnénk az altalanossag igényének feladasa nélkiil,
igy ebbdl a harombol marad két paraméter, amikhez csatlakozik még a re-
dukcios konstans. A szamolasok egyszertisitése és a jobb attekinthet&ség
érdekében a

Ag = 0° (7.1.1)

onkényes valasztast teszem. Mivel a hossziisdgot tovabbra is a gellérthegyi
meridiantol mérjiik, igy ez azt jelenti, hogy a vetiileti kezd6pontot ezen a

merididnon valasztjuk.

7.1.2. A Hotine-féle vetiilet egyenletei

A Hotine-féle ferdetengelyt Mercator-vetiiletnek azt a valtozatat irom le itt,
ahol a henger definidlasa a vetiileti kezd6pont és a kozépvonal (a Gauss-
goémb és a henger érinté fokorének) azimutjanak megadasaval torténik. A
képletekben a és e az alapfeliileti ellipszoid megfelels értékei, m a redukcios
tényezd, (Pg, Ag) a vetiileti kezdGpont koordinatai, o a kdzépvonal azimutja

a vetiileti kezd6pontban, (®, A) pedig egy tetszbleges ellipszoidi pont.
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Els6ként a linearmodulus kiszamitasdhoz sziikséges 1épéseket kozlom:

B — [1 4+ €2 cos? @
1—e2
V1—e?
1 — e2sin? ®,
BV1 —e?
cos Pyy\/1 — e2sin’ ®,
F = D+4sgn(®)vVD?—1

A = amB

F_ 1
G = £
2
t(q)) - 1—<e4sin<1>2;?
<1+esin<I>)
to = t(®o)
E = Ft}
E
© = e
Q_L
S = =
2
. sin g
Yo = arcsin
Ay — Ao_arcsin(Gtg’yo)

B
V = sin(B(A—Axk))

u - A arct S cosyy + Vsinyy
B cos (B (A — Ak))

Ezek alapjan a lineaArmodulus:

Acosm 1 —e2¢in’®

"2, 4) = cos @ cos (B (A — Ag))

Ha a vetiileti egyenletekre is sziikségilink van, akkor még az alabbi szamité-
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sokat kell elvégezni:

Q+3
T = @
2
—V cosvyg + S'sinyy
U —
T
C_am()
2B

Ezek alapjan a vetiileti egyenletek:

X = wcosay+ usinag + Xy

= wucosag+ vsinagy + Yp,

ahol Xj és Yy ad lehetGséget a vetiileti kezdSpont sikbeli eltolasara.

7.1.3. A linearmodulus kiszaAmitasa

A Hotine-féle vetiilet egyenletei meglehetésen komplikaltak, de az optima-
lizadlashoz csak a linearmodulus értékére van sziikségiink, a vetiileti egyen-
letek nem jatszanak kozvetlen szerepet. A linearmodulus az alabbi képlettel

szamithato:

Bu(®,A .
ACOS% 1—e2sin®d

"2, 4) = cos @ cos (B (A — Ag))

Ebben a képletben A, B és Ak csak a vetiilet globalis paramétereitdl fiigg
(alapfeliiletként véalasztott ellipszoid, illetve a vetiileti kezdGpont és a reduk-
cios tényezd), az u fliggvény azonban fiigg az adott ponttol is, vagyis (@, A)-

tol.
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7.1.4. A vizsgalat esetei

Az el6z6 fejezetben rogzitett paraméterezést felhasznalva 4 esetet latok érde-
mesnek az optimalizalasra.

A korébbi esetekben a vetiileti kezdSpont helyének korlatozéasat is érde-
mesnek talaltam az alaposabb vizsgédlatra. Ennek ott az volt az oka, hogy
azok a vetiiletek hagyomanyokkal rendelkeznek Magyarorszagon és kezdd-
pontjuk rogzitett. Azonban a Hotine-vetiilet topografiai alkalmazasanak nin-
csenek hazai hagyomaéanyai. Ennek ellenére érdemes megvizsgalni azt az ese-
tet, amikor a kozépvonal kvazi kelet-nyugati irdnyt az orszag teriiletén, vagyis
a vetiileti kezd6pontban a kozépvonal azimutja 90°, igy a vetiileti kezdSpont-
ban a kozépvonal kelet-nyugati irdny.

Ennek megfelelGen a fenti négy eset mindegyikében az optimalizéalas pa-
raméterei kozé tartozik a vetiileti kezddpont szélessége (Py).

A 4 vizsgalt eset az alabbi:

e A redukcits konstans 1 (m = 1), a vetiilet kozépvonala , kelet-nyugati”
irdnyu (a = 0°).

e A redukcios konstans 1 (m = 1), nem precizen fogalmazva ,érints”
elhelyezést a vetiilet.

o A vetiilet kozépvonala kelet-nyugati” iranyu (ag = 0°).

e Teljes optimalizédlas, vagyis mind a 3 paraméter szabadon valaszthato.

Mivel ennek a vetiiletnek nincsenek hagyoméanyai a magyarorszagi tér-

képezésben, ezért az alapfeliilet tekintetében sincs megkdtve a keziink. Két
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viszonylag korszert ellipszoid esetén végzem el az optimalizalast. Az egyik az
EOV alapfeliiletéiil is szolgalo IUGG’67-es ellipszoid, a mésik pedig az egyre
szélesebb korben elterjedd GPS-rendszerek alapfeliiletéiil szolgalo WGS’84 el-
lipszoid. Ennek megfelel6en minden esetben 2-2 optimalis vetiiletet talalunk.

A vizsgalatok soran az deriilt ki, hogy ennél a vetiiletnél sem jelent
lényeges eltérést, hogy az ITUGG’67 vagy a WGS’84 ellipszoidot hasznéljuk
alapfeliiletként. Minden vizsgalt esetben miniméalisan jobb a WGS’84, ezért
a torzulasi viszonyokat bemutato abrakat csak ehhez a verzidhoz készitettem

el. Az ITUGG’67 esetén szinte pont ugyanigy nézne ki minden abra.

7.2. Az optimalis paraméterezések

Az optimalizalas soran 3 paramétert, m-et, ®p-t és -t kell jol megvélasztani.
A speciélis esetek soran ezek koziil néhanyat a fent emlitett szempontok miatt
rogzitiink. Igy a konkrét esetekben 1, 2 vagy 3 paraméter optimalizalasa
sziikséges. Az optimalizédlas sorédn a 7.1.1. egyenlet érvényben van, ezt kiilon

nem emlitem minden esetben.

7.2.1. ,Erintd” elhelyezés, ,kelet-nyugati” kozépvonallal

Ebben az esetben rogzitett, hogy

m = 1

Qp = 900,

igy mindossze @y megvalasztisa a kérdés. Vagyis egy egyvaltozos fliggvény

globalis minimumat keressiik. A numerikus optimalizalas eredményeképpen
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az alabbi értéket kapjuk.

TUGG’67
d, = 47, 1745035623°,

ekkor £ értéke:
&, = 0,0003129649.

WGS’84
by = 47,1742390003°,

ekkor £ értéke:
& = 0,0003129247.

A hossztorzulési viszonyokat a 7.1. 4bra mutatja.

Ep)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

7.1. dbra. A legjobb ,érintd” elhelyezésti, kelet-nyugati kézépvonalt Hotine-

vetiilet hossztorzulasi viszonyai

7.2.2. A legjobb ,érint6” elhelyezés

Az érint§” elhelyezés azért érdekes, mert ekkor az orszag kozépsé teriiletén

egységesen nagyon jok a hossztorzulas értékei. Az elébb kapott 3/10 000-et
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meghalado értékeket jelentGsen lehet javitani azzal, hogy a vetiilet kdzépvo-
nalat elforgatjuk. Ebben az esetben tehat minddssze az m = 1 megkotés all
fenn, és @y, ag értékekre torténik az optimalizalas.

IUGG’67

®y = 47,0805115739°

ap = 76,8548289258°
ekkor £ értéke:
&h, = 0,0002226697.

WGS’84

®y = 47,0807735143°

ap = 76,8552474207°

ekkor &* értéke:

&, = 0,0002227001.

A hossztorzulasi viszonyokat a 7.2. abra mutatja.

7.2.3. A legjobb ,kelet-nyugati”’ kozépvonali elhelyezés

Ez az elhelyezés azért érdekes, mert ekkor az azonos hossztorzulast pontok
nagyjabol azonos szélességi korre esnek. Mivel itt az m = 1 feltételt nem
kotjik ki, igy egy ,redukalt” vetiiletet kapunk, a torzulasmentes paralelkorok
kozott hosszrovidiilés, azok két kiilsé oldalan hossznagyobbodas 1ép fel. Mivel
ilymoédon még kedvezsbb értékeket kapunk, mint az el6z6 esetben, ebbdl 1at-

szik, hogy a redukcios konstans szabad valasztasa erésebben befolyasolja a
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&(p)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1.1/10000
1/10000
0,5/10000

7.2. abra. A legjobb ,érintG” elhelyezésti Hotine-vetiilet hossztorzulasi viszo-

nyai

vetiilet torzulédsi viszonyait, mint a kézéppont azimutjanak szabad megva-

lasztéasa.

Ebben az esetben tehat minddssze az o = § megkotés all fenn, és ®g, m

értékekre torténik az optimalizalés.

IUGG’67
by = 47,1742393401°

m = 0,99984356224084°

ekkor £* értéke:
&, = 0,0001564379.

WGS’84
by = 47,1701276543°

m = 0,99984258676572°

ekkor £* értéke:
&y = 0,0001574127.
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A hossztorzulési viszonyokat a 7.3. 4bra mutatja.

&(p)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000 i

1.1/10000
1/10000 l‘,:
0,5/10000

7.3. abra. A legjobb kelet-nyugati kézépvonalu Hotine-vetiilet hossztorzulési

viszonyai

7.2.4. A teljes optimalizalas

A teljes optimalizalason azt értjiik, hogy egyetlen paraméterre sem tesziink
megkdtést. Ennek megfelelGen ebben az esetben fogjuk a legkedvezébb &*
értékeket kapni. Az optimalizalas eredményébdl lathato, hogy a redukcios
konstans és a kdzépvonal azimutjanak egytittes valtoztatasa sokkal jobb ered-
ményt ad, mint ha ezt a két értéket kiilon-kiilon hagyjuk csak optimalizalni.

IUGG’67

®y = 47,0807746051°
ap = 76,8551746612°

m = 0,99988874246683°

ekkor £* értéke:

&, = 0,00011141786.
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WGS’84

by = 47,0814876567°
apg = 76,7908231774°

m = 0,99988865002527°

ekkor £* értéke:
&h, = 0,0001113505.

A hossztorzulési viszonyokat a 7.4. 4bra mutatja.

Ep)

3/10000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1710000
0,5/10000

7.4. abra. A legjobb Hotine-vetiilet hossztorzulasi viszonyai



8. fejezet

Komplex fuggvények hasznalata

Az eddigiekben csak méar 1étezd vetiileteket vizsgaltam, és azok alapvets tu-
lajdonsagait nem valtoztatva kerestem kedvezGbb vetiileteket.

Ennek a megoldéasnak elénye, hogy a jol megszokott vetiileteket hasznal-
juk lényegében, csak néhény konstans értékét valtoztatjuk meg.

Héatranya viszont, hogy erésen korlatozza a széba keriils vetiiletek korét
az optimalizalas soran, igy nagy valoszintiséggel ezen az tton nem tudjuk
megtalalni az Osszességében legkedvezGbb vetiiletet.

Ebben a fejezetben egy olyan moédszert vazolok, amivel az Osszes lehet-
séges vetiilet kozott tudjuk keresni az optimélisat. Vagyis ezzel a technika-
val elméletileg meg tudjuk kapni a lehetd legjobb vetiiletet. Gyakorlatban
azonban ennél kicsit rosszabb a helyzet, mert a szamitasi kapacitas ma sem
korlatlan és ez limitalja a vizsgalatok lehetGségeit.

Tovabbra is feltessziik, hogy Magyarorszag a vizsgalt teriilet, és £* értékét

szeretnénk minimalizalni.

76
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8.1. A moddszer

A modszer alapja az, hogy egy komplex differencialhaté fiiggvény tulaj-
donképpen egy szogtarto leképezést valosit meg sikrol a sikra [Petruska, 1992].
Ezt ugy kell érteni, hogy a z = u + vi komplex szdmnak megfelel az (u;v)
pont a sikban, és az g(z) = x + yi-nek szintén ilyen modon az (x;y) pont
a képsikban. Igy valosul meg a sik pontjainak a sikba valo leképezése. Ha
pedig a g fiiggvény a szamunkra fontos tartomanyon komplex értelemben
differencialhato és a derivalt a tartomany egyetlen pontjaban sem 0, akkor g
szogtartod leképezését adja az értelmezési tartomanynak.

Természetesen a topografidban Magyarorszag teriiletének abrazolasa ese-
tén nem hasznalhatunk sik alapfeliiletet. Ezért még egy gondolatra sziikség
van a modszer hasznalatahoz. Mégpedig arra, hogy elsé 1épésben valamilyen
szogtarto vetiilettel le kell képezniink a képfeliilet megfelel6 részét a sikba.
Ezt a leképezést komponalva a holomorf komplex fliggvénnyel, szintén szog-
tarto leképezését kapjuk az eredeti képfeliiletnek.

A holomorf komplex fiiggvényeket csak polinom alakban keressiik. Tudjuk

ugyanis, hogy a
g(z) = Z cp2
k=0

alaku fliggvények akarhanyszor differencialhatoak a teljes komplex sikon. Azt

is tudjuk, hogy az els6é derivalt

g (z) = Z kepz"t
k=1

Ez azért fontos, mert a derivélt értékének abszoliutértéke adja meg a g leképezés

soran fellépd pontbeli hossztorzulast. A derivalt ugyanis azt jelenti, hogy egy
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ilyen egyiitthatoju lineéris fiiggvénnyel lehet lokalisan legjobban kozeliteni az
eredeti fiiggvényt, de egy komplex szaimmal szorzas geometria jelentése for-
gatva nyujtas. A forgatés a hossztorzulas szempontjabol indifferens, a nytjtas
meértéke pedig épp a szorzd komplex szam, esetiinkben ¢'(z), abszolutértéke.

Ennek megfelelGen egy adott pontban a teljes hossztorzulast gy tudjuk
kiszdmitani, hogy vessziik az els6 lépésben alkalmazott vetiilet esetén fel-
1ép6 linearmodulus értékét a pontban, és ezt megszorozzuk az aktuélis |¢'(2)|

értékkel.

8.2. A sztereografikus vetiilet transzformalasa

Alkalmazzuk az el6z6 fejezetben leirt modszert egy konkrét esetben. A kiin-
dulésként hasznalt vetiilet, aminek segitségével a forgasi ellipszoidrol szog-
tartd modon képeziink le a sikba, a kettds vetitést hasznélo, legjobb sztere-
ografikus projekcio (4.2.3. fejezet). Ebben az esetben a vetiilet paraméterei:
m = 0,99978681311325, vy = 47,44688959°, \g = 0,41979448°. Nevezziik ezt

a vetiiletet itt is fsz-mal, ekkor
&r, = 0,0002131722.

Vagyis ha az f(z) = z komplex fiiggvényt alkalmaznénk a transzfor-
maci6 soran (ami azt jelenti, hogy nem transzformalunk), akkor &* értéke
0,0002131722 lenne.

Ezt az f3 leképezést kell komponalni egy g komplex polinommal tgy,
hogy &* értékét tekintve a legkedvezsbb vetiiletet kapjuk. A komponélas itt

azt jelenti, hogy el6szor elvégezziik az f3 leképezést és a kapott képpontokra
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alkalmazzuk g-t. Vagyis a képfeliilet P pontjahoz a g(f3(P)) pontot rendeljiik
hozzé.

A szamitasok soran egyre tobb tagu polinomokkal kisérleteztem. 7-tagi
polinomokkal tudtam még emberi idén belil befejezni az optimalizalast.

Ekkor ¢-t a
7

o) =3 o

k=1
alakban keressiik. A konstans tagot el lehet hagyni, mivel a derivalt szami-

tasakor nem jatszik szerepet. Mérpedig a vizsgalat soran csak a derivalt a
lényeges, hiszen az adja a lineArmodulus egyik szorzétényezgjét.

Ekkor tehéat a paramétereink 7 komplex szamra (cgx-k) korlatozodnak. Ez
valos paramétereket tekintve 14 darab. Azonban érdemes még két paramétert
hozzavenniink ehhez a 14-hez, mert jelentGsen lehet javitani vele az opti-
malizalasi algoritmus sebességét. Ez a paraméter szintén egy komplex szam,
amivel eltoljuk az egész sikot, miel6tt g-t alkalmaznank. Ha tetszik, gondol-

hatunk g-re igy:
7

9(z) =Y e (2= =),

k=1
ahol zy az eltolast megtestesité komplex szém.

Legyen ¢ = ap+0bit és 2o = xo+1yot, ekkor az optimalizalas 16 paramétere
a kovetkez6: xg, yo, a1, ...a7,b1, ..., by

Ennyi paraméter esetén mar nehézkesen miikodik a ,,downhill simplex”
modszer. Probalkozni kell megfelel§ kiinduléasi vektorral, illetve a modszer
paraméterezésével is megfelelen kell megvalasztani, amire a kisérletezésen
kiviil nem talaltam j6 modszert. Az algoritmust hasznalva sikeriilt talalni

egy kifejezetten jo eredményt, de nem sikeriilt meggy6z6dném arrél, hogy
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ebben az esetben tényleg ez az optimum.

Az eredményt az alabbi tablazat foglalja Gssze:

Lo Yo
0,05560210518187 | 0,05824474116217

k ak by,
1] 0,99635334695539 | 0,09090252169034
2 || -0,00200131050072 | -0,01223982908280
3 || -0,04714867233514 | -0,03930747341471
4 1| -0,01301195754629 | -0,01441162957689
5 || 0,00483123953589 | 0,00646703861843
6 || 0,00436139984230 | 0,00515656578937
7 || 0,00548461902297 | 0,00614843783434

Ha alapfeliiletnek a sztereografikus vetiiletnél megszokott Bessel-ellipszo-
idot vesszik, és innen képeziink le a h(®, A) = g(f3(P, A)) fuiggvénnyel, akkor

& értékre az alabbi kedvezd széamot kapjuk:
& =0,0001052676.

Fontos leszogezni, hogy a tartomény egyetlen pontjaban sem 0 a komplex
polinom derivaltja, igy ténylegesen a sik egy szogtartd leképezését valositja
meg.

A 8.1. Abra mutatja & értékeinek alakulasat ezen vetiilet esetében.

Az abran az a tendencia figyelheté meg, hogy az adott tagi, optimélis
komplex polinom megprobalja a sztereografikus vetiilet koncentrikus kérok-
bél allo izovonalait az orszaghatarnak megfelelen torzitani. 7-ed foka poli-

nommal ez még csak elég csekély mértékben sikeriil, de ha lényegesen nagyobb
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&(p)

3710000
2/10000
1,5/10000
1,2/10000
1,1/10000
1/10000
0,5/10000

8.1. abra. & értékei a h = g o f3 vetiilet esetén

lenne a fokszam, akkor varhatéan az izovonalak sokkal ,parhuzamosabban”
futnanak az orszaghatarral. FeltehetGen ez minél jobban sikeriilne, annal
kisebb lenne £* értéke is. Ezt abbol sejtem, hogy a 7-ed foku polinom el6tt
kisebb fokszamokkal is probalkoztam, és minél tobb tagot tudtam bevenni a
polinomba, annal kisebb lett £* értéke.

Felmeriil a jogos kérdés, hogy miért a nem til kedvezs sztereografikus pro-
jekciobol indultam ki. Lambert-féle szogtarto kipvetiilet segitségével sokkal
jobb kiindulasi vetiiletet is lehetne valasztani. Ez igaz, azonban az optimaliza-
las soran a sztereografikus vetiiletet alapul véve sikeriilt a legjobb eredményt
elérni. Ennek hatterében az &llhat, hogy igazabol mindegy, hogy melyik
vetiiletb6l indulunk ki, ha polinom helyett a teljes hatvanysorra tudnéank
optimalizalni. Ez azonban nyilvidn nem igaz, nem tudunk végtelen sok, de
még nagyon sok egyilitthatot sem meghatarozni. Ezért van szerepe a kiin-
dulési vetiiletnek, mert igy mar a kis fokszamu polinomokkal is j6 eredményt

lehet elérni.



9. fejezet

A vizsgalatok eredményének

osszefoglalasa

Tekintsiik at roviden, hogy milyen eredményt hozott az atfogd vizsgalat.

9.1. Hasznalatban 1év3s vetiletek

Els6 lépésben nézziik meg a két hasznélatban 1évs vetiiletcsaladot. FEzek
esetében mekkora javulast lehet elérni a paraméterek optimalizalaséval? Az
alabbi tablazat mutatja a hasznélatban 1évé vetiilet £* értékét £G-gal jeldlve,
illetve a &* szempontjabol optimalis vetiilet ugyanilyen értékét S}mod—dal
jelolve. Az értékek 1/10 000-ben értenddk a kénnyebb Osszehasonlités ked-

véeért.

Vetiilet &F f;mod

Sztereografikus vetiilet || 5,266615 | 2,131722

EOV 2,562075 | 1,113391

82
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Mindkét esetben kevesebb mint a felére sikertiilt ezzel a modszerrel csokken-
teni a £* értéket, ami jelentGs véltozasnak mondhato. Féleg az EOV eseté-
ben, hiszen itt ezzel a modszerrel majdnem sikeriil elérni a biivos 1/10 000-es

hatart.

9.2. A redukcios konstans jelentésége

Vizsgaljuk most meg a vetiiletek esetében, hogy csupan a redukcios konstans

optimalizalasa mekkora javulast okoz.

& &

Sztereografikus vetiilet 5,266615 | 2,638120

Ellipszoidi sztereografikus vetiilet || 4,141809 | 2,127864

Lambert-Gauss vetiilet 3,080577 | 1,539859
EOV 2,562075 | 1,630874
Hotine-féle vetiilet 3,129247 | 1,574127

A fenti értékekbdl jol lathatod, hogy a redukcids konstans megfelel6 meg-
valasztasa nagyon sokat javit a vetiiletek hossztorzulasi tulajdonsagain. Ez
azért nagyon fontos tanulsag, mert a redukciés tényez6 megvaltoztatésa a
lehet§ legegyszertibb feladat egy vetiilet esetében, mindossze egyetlen kons-
tans szorzot jelent a vetiileti egyenletekben. Ettsl raadasul a térképek rajzo-

lata egyaltalan nem valtozik meg, mindossze a méretardanyuk modosul.
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9.3. Az optimalis vetiiletek

A redukcids tényezén kivil egyéb paraméterek is megvaltoztatéasra kertiltek
a vizsgalat soran. Ezek mar jelentGsebb mértékben modositjak a vetiiletet,
de az alapelvek és ezen til a vetiileti egyenletek is szerkezetileg ugyanazok
maradtak.

Az el6bbi tablazatot egészitsiik ki egy oszloppal, ami tartalmazza a &*
értékeket a teljes optimalizalas esetében. A teljes optimalizalason azt értjiik,
hogy az adott vetiilet Osszes, a disszertacioban targyalt paraméterét opti-

maélisan allitjuk be. A &* értékek itt is 1/10 000-ben értendsk.

Redukcios Teljes

Alaphelyzet | konstanssal | optimalizalas

Sztereografikus vetiilet 5,266615 2,638120 2,131722

Ellipszoidi sztereografikus 4,141809 2,127864 2,127864

Lambert-Gauss vetiilet 3,080577 1,539859 1,109383
EOV 2,562075 1,630874 1,113391
Hotine-féle vetiilet 3,129247 1,574127 1,113505
Komplex vetiilet 1,052676

A tablazat alapjan lathatjuk, hogy a redukcids tényezs okozza az igazi
attorést a hossztorzulasok csokkentésében. Azonban az egyéb paraméterek
is fontos szerepet jatszanak, hiszen a 3 korszerti vetiilet esetében még majd’
50%-kal csokkent &* értéke.

Az is érzékelhets a tablazatbol, hogy az 1/10 000-es maximalis £ érték
teljesitésére is van remény. A fenti 3 elterjedt vetiilet j6 paraméterezése is

majdnem teljesiti ezt a kritériumot, és ezek a vetiiletek természetesen csak
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egy nagyon sziik korét érintik a lehetséges fliggvényeknek.

A komplex fliggvényt hasznalé konstrukcié mar csak alig 5%-kal marad el
ettdl az elvarastol, és szamitasi kapacitas hidnyaban, elég korlatozott komplex
fiiggvények keriiltek csak be az optimalizalas korébe.

Ennek alapjan az is lathato, hogy egy olyan teljes optimalizdlas, ami nem
koti meg a vetiilet tipuséat, hanem tetszéleges, az 1.1. fejezetben elvart tulaj-
donsigokat teljesité f-ek korében optimalizal, azzal a reménnyel kecsegtet,
hogy van olyan vetiilet, ami a mai Magyarorszag teriiletén nem 1épi at az

1/10 000-es & értéket sehol.



10. fejezet

Javithatok ezek az eredmények?

A disszertacioban szereplé optimumok ténylegesen optimumok azon a koron
beliil, ahol a vizsgalatokat végeztiik. (Miniméalis hibak elképzelhetSk, amik
a tobbvaltozos szélstérték-keresés algoritmusabol, illetve annak implementé-
ci6jabol adodnak.)

Az igazan érdekes kérdés az, hogy ha az Osszes szogtartd vetiilet kozott
keressiik az optimumot, akkor tudunk-e ezeknél a vetiileteknél kedvezSbbet

talalni.

10.1. Egyéb lehetséges modszerek

10.1.1. Komplex fiiggvények

A 8. fejezetben lefrt modszert kiterjedtebb forméban lehetne alkalmazni.
Gyorsabb szamitogéppel, illetve egy hatékonyabb tobbvéltozos szélsGérték

keresé algoritmussal joval tobb tagt polinomokkal is lehetne kisérletezni.

86
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A lehet6 legjobb vetiiletet meg lehetne talélni ezzel a modszerrel, hiszen a
sztereografikus projekcidénak a legjobb vetiiletet add transzformacioja felirhato
hatvanysor alakban. Vagyis elég nagy szamitasi kapacitas esetén ennek a
hatvanysornak vehetjiik egy kozelité polinomjat, ami egyrészt megtalalhato
a modszerrel, mésrészt az igy szamitott koordinataértékek hibaja az opti-
mumhoz képest mar elhanyagolhatoan kicsi.

Egy masik lehetdség, hogy a megfelels differencialhaté komplex fliggvé-
nyeket nem csak polinom alakban keressiik. Elképzelhets, hogy egy mas ti-
pust megkozelités (pl. Fourier-sor) konnyebben adna j6 eredményt és kisebb
szamitasigénnyel is kivitelezhets lenne az optimalizalas, s6t a kapott vetiileti

egyenletek szamitasa is egyszertibb lenne.

10.1.2. Csebisev tétele

Csebisev 1856-ban publikalt tétele (1d. a 11.2. fejezet) karakterizaciot ad egy
adott teriilet optimalis szogtarto leképezésére. E szerint az optimalis vetiilet
rendelkezik azzal a tulajdonséggal, hogy az abrazolando teriilet hataran kons-
tans a linedArmodulus értéke. A tovabbi optimalizalas iranya lehetne az, hogy
ezt a tulajdonsagot felhasznalva keresnénk megfelel§ vetiiletet.

Tudomésom szerint Csebisev tétele és bizonyitasa nem szerepelt eddig
magyar nyelvi publikdciokban és felhasznalasa eddig a magyar topografiaban
nem tortént meg. Ezért tartottam fontosnak, hogy a Fiiggelékben ko6zoljem
a pontos tételt és annak bizonyitasat is.

A probléma bonyolult, még egyetlen konkrét orszégra sem sikeriilt ilymo-

don megtalalni az optimalis vetiiletet tudoméasom szerint. Ennek egyik oka,
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hogy a valédi orszaghatarok komplikalt gérbék, nehézkes a veliik vald sza-
molas. Meg lehetne probalni egy matematikailag konnyebben kezelhets tar-
toméannyal kozeliteni az orszag teriiletét, és bizni abban, hogy az igy kapott
teriileten optimalis vetiilet nagyon kedvezd tulajdonsagokat mutat a valodi

célterileten is.

10.2. Erdekes eredmények

10.2.1. Hill javaslata

Hill 1908-as cikkében [Hill, 1908| javasolt egy modszert, ami a Csebisev-tételt
felhasznalva megadja a legjobb szogtarto vetiiletet, aminek értelmezési tar-
tomanya egy foktrapéz. Ebben az esetben természetesen a foktrapéz hatarolo
vonalain (a paralelkorokon és a merididnokon) konstans a linearmodulus
értéke.

Magyarorszag esetében ez a megoldas nem kecsegtet til jo eredménnyel,
hiszen az orszag teriilete nem kozelithetd jol egy foktrapézzal. Ennek ellenére
érdemes lenne megvizsgalni, hogy ez a megkozelités mennyire kedvezd, mert

vélhetGen jobb, mint barmely jelenleg alkalmazott vetiileti rendszer.

10.2.2. Egy spanyol eredmény

Az egyik szép alkalmazast Bermejo és Otero publikalta [Bermejo, Otero, 2005],
amelyben teljes Spanyolorszag teriiletére adnak egy nagyon kedvezd szogtartod
vetiiletet. A szerzéparos a Spanyolorszagban széles korben elterjedt UTM-hez

hasonlitja vetiiletét és az Osszehasonlitas alapjaul az tn. Csebisev-torzulést
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(0g) valasztja.

Csebisev tételét felhasznalva sikeriilt olyan vetiiletet kredlniuk, aminek
Csebisev-torzulasa harmada az UTM megfelels értékének.

Ez az eredmény is azt mutatja, hogy érdemes ezt az iranyt alaposabban

megvizsgalni, mert nagyon komoly lehetGségeket rejt.



11. fejezet

Fuggelék

11.1. Nelder-Mead ,,downhill simplex” mdédszer

11.1.1. Az eredeti eljaras

Az algoritmus vazlatosan a kovetkez6képpen miikodik. Adott egy f : R* — R
fiiggvény, aminek a globélis minimumat keressiik. (A modszer lényegében
ugyanez, ha maximumot keresiink.) Ekkor az n-dimenzios térben keresiink
egy pontot, ahol f-nek szélsGértéke van. Ehhez felvesziink n + 1 kiindulési
pontot R"-ben, amik egy szimplex csicsait adjak. Ezekben a pontokban

kiszamitjuk a fliggvényértékeket, amik a kovetkezdk:

fla) < fz2) <+ < f@ng).

Minden lépésben valtoztatjuk a szimplex cstucsait, egy tipikus lépésben csak
egyet (igy csak egy helyen kell kiszamitani az 1j fiiggvényértéket), illetve
eléfordulhat, hogy egy kivételével az 0sszes pontot lecseréljiik. A fenti sorbol

latszik, hogy az elsd 1épésben az x; pont szamunkra a legkedvez6bb, az x5 a
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mésodik legjobb és x,, .1 a legrosszabb. Ennek megfeleléen z,,,, lecserélésére
tesziink kisérletet, hiszen a szimplexszel egyre kozelebb akarunk keriilni a
globélis minimumhoz.

Tekintsiik a szimplexnek azt az lapjat, ami nem tartalmazza az x,.,

pontot. Legyen ennek a lapnak a sulypontja

Tekintsiik a kovetkezs 4 pontot (Id. 11.1. abra):
o R -z, tikorképe S-re (—1-szeres hasonlosagi transzformaélt).
o F - x,.1 —2-szeres hasonlosagi transzformaltja S-re.
o () -y —%—SZGIGS hasonlésagi transzforméltja S-re.

o (5 -y %-szeres hasonlésagi transzformaltja S-re.

X

Xy

11.1. dbra. A szimplex és a 4 fontos pont
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Attol fiiggben, hogy ebben a négy pontban hogyan viselkedik f, fogjuk
kivélasztani, hogy a kovetkezd 1épésben melyik szimplexet vizsgaljuk. Két

dolog kovetkezhet:
o Kicseréljik x,1-et a négy pont (R, E, C;, Cy) valamelyikére

o Az egész szimplexet %—szeresére kicsinyitjiik az z1 pontbol (1d. 11.2. dbra).

X

n+1

X7

11.2. dbra. A szimplex kicsinyitése

Nézziik pontosan mikor, melyik pontot, illetve pontokat cseréljiik le a
szimplexben.

Ha
fla) < f(R) < f(zn),
vagyis az R pontban a fiiggvényérték a eddigi legjobb és az eddigi masodik

legrosszabb pont fiiggvényértékei kozé esik, akkor x, .1 pont helyett R lesz

az aktualis szimplex csiicsa.
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Ha
f(R) < f(z1),

vagyis az R pont legalabb annyira kedvezs, mint az eddigi legjobb pont,
akkor megvizsgaljuk E-ben a fliggvényértéket. Ha f(F) < f(R), akkor az
ZTne1 pont helyére E-t tessziik a szimplexben, egyébként ebben az esetben is
R-rel helyettesitjiik a legrosszabb pontot.

Ha

f(R) = f(wn),
akkor méshol kell kedvez&bb pontot keresni. Ebben az esetben jon szamitasba

a (7 vagy a Cs pont. Ha

f(@nga > f(R) = f(xn),

akkor kiszamitjuk az f(C)) fiiggvényértéket. Ha viszont

f(R) = f(&n41),

akkor f(Cy) érték lesz érdekes. Amennyiben a megfelels f(C;) érték ked-

vezGbb, mint az eddigi legrosszabb cstcs, vagyis

F(Ci) < flanin),

akkor x,.1-et Cj-vel helyettesitjiik. Ha ez sem teljesiil, vagyis igy is ked-
vezGtlenebb pontot talaltunk, akkor a legjobb pontbol (1) felére kicsinyitjik
a teljes szimplexet(ld. 11.2. abra).

Ennek a modszernek azon til, hogy csak a fliggvényértékeket hasznalja az
optimalizalashoz, nagy el6nye, hogy az els6 tipusu iteracional csak egyetlen

1j pontban kell fliggvényértéket szamolni. Ezen kiviil fontos megemliteni,
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hogy ez a modszer lehetévé teszi, hogy az eljaras ,ne essen csapdaba’” egy
lokalis minimumnal, hanem van esély egy ilyen minimumbhelyet elkeriilni és
megtalalni a globalis szélsGértéket. Ehhez sziikség van arra, hogy az indulasi
értékek jol legyenek megvalasztva.

A modszer onnan kapta a nevét, hogy szemléletesen gy lehet elképzelni
az algoritmust, hogy a szimplexek iteracios sorozata megtestesiti egy szimplex

Jesiklasat” (downhill) a fiiggvénygrafikon feliiletén, egészen a minimumig.

11.1.2. Az eljaras paraméterezése

A fenti eljarasnal 4 paraméter fontos szerepet jatszik. Ez alapjan altalanosithato
a fenti modszer, és sok esetben ezeknek a paramétereknek a jo megvélasztasa
segit a szélsGértékek hatékony megtaldlasaban.

Ez a 4 paraméter a kovetkezs:

e Az R pont kiszamitasdhoz hasznélt hasonlésagi konstans. Az eredeti al-
goritmus soran ennek értéke —1. Ez az érték barmilyen negativ szamra

valtoztathato.

e Az E pont kiszamitédsahoz hasznalt hasonlosagi konstans. Az eredeti
algoritmus soran ennek értéke —2. Ez az érték barmilyen -1-nél kisebb

szamra valtoztathato.

e A () és (5 pontok kiszamitasdhoz hasznalt hasonloségi konstans. Az

eredeti algoritmus soran ennek értéke % Ez az érték barmilyen 0 és 1

kozotti szémra valtoztathato.

A szimplex kicsinyitésekor hasznélt hasonlésagi konstans. Az eredeti
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algoritmus soran ennek értéke % Ez az érték barmilyen 0 és 1 kozotti

szamra valtoztathato.

A szélséértékek meghatarozéasa soran sziikség volt ezeknek a paraméterek-
nek a megfelel6 megvélasztasara, az eredeti algoritmus ugyanis sokszor nem
vezet eredményre. Kisérletezéssel kell talalni egy elfogadhato fiiggvényértéket,
amir6l sejthetd, hogy a globalis minimum koézelében talalhaté. Majd pedig
a fenti konstansokat gy kell megvalasztani, hogy a globalis szélsGértékhez
kozeli kezddszimplexbdl kiindulva, a szimplex egyre kisebb mértéki valtoz-
tatédsat eredményezze az eljaras. Magét az eljarast érdemes sokszor, kiilon-
b6z6 kiindulé szimplexekkel, és kiilonboz6 eljaras-paraméterekkel inicializalva

végrehajtani.

11.2. A Csebisev-tétel és bizonyitasa

Csebisev a legjobb szogtarto vetiiletekkel foglalkozo tételét 1856-ban mondta
ki [Csebisev, 1856]. A tételhez bizonyitast nem kozolt, ez tudomésom szerint
irasban elGszor 1896-ban jelent meg Demetrius Grave tollabol. Grave tjabb
bizonyitast adott ra 1911-ben. Olvashaté egy bizonyitas Milnor [Milnor, 1969|
cikkében is. Mindkét bizonyitas arra az esetre vonatkozik, amikor a vetiilet
alapfeliilete gomb. Bermejo és Otero 2005-6s cikkében [Bermejo, Otero, 2005]
szintén olvashato egy bizonyitéas, mely a tétel egyik felét Grave eredeti otletét

felhasznalva igazolja, de forgési ellipszoid alapfeliiletre.
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11.2.1. A tétel

A tétel allitasa a kovetkezd: Ha U egyszeresen dsszefiiggd tartomdny a gomb
feliiletén, aminek hatdra kétszer differencidlhato gorbe, akkor (eqy sikbeli ha-
sonldsdgot leszamitva) egyértelmien létezik eqy szdgtarto vetilet a gombrol a
sikra, amire a

sup l(x)

v

inf [

inf /()
hdanyados minimdlis. Ez a ,lehetd legjobb” szogtarto vetiilet gy jellemezhetd,
hogy U hatdrdn a o(x) értéke konstans.

A tételben [(x) jeloli az = pontban a vetiilet soran fellépd linearmodulust.

Viladgos, hogy egy sikbeli hasonlésag nem valtoztatja meg sem a szog-

sup l(z)
U

inf
inf ()

tartas tényét, sem pedig a értékét, ezért ez az egyértelmiiség is elég a

térképészeti felhasznalasban.

11.2.2. A tétel bizonyitasa

Tobbféle bizonyités is fellelhets a tételre, de szamomra a legegyszertibb Mil-
nor bizonyitasa [Milnor, 1969|. Ezt a bizonyitéast vazlatosan kézlom.

Bizonyitéas nélkiil felhasznaljuk az alabbi lemmét:
Egy adott l(x) pozitiv valds értéki akkor és csak akkor hossztorzuldsi fiiggué-
nye eqy f U-n értelmezett, szogtarto vetiletnek, ha l(x) kétszer differencidl-
hato és kielégiti a

r?Alogl(z) =1

egyenletet.

Itt U a gombfelszin egy tartomanya, r a gémb sugara, hossztorzulds:
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fligguényen pedig azt értjilk, ami egy szogtarto vetiilet esetén minden pont-
hoz hozzarendeli az adott pontban felléps linarmodulus értékét, A pedig a

Laplace-Beltrami operator, vagyis
r?’Ag = —t + L
9 = Gop PGy o2 o 9,
ahol g egy kétszeresen differencialhato, valos fliggvény. (Ez a szokasos Laplace-

operator altalanositasa.)

Vezessiik be az alabbi jelolést:

g(x) = logl(x).
Ismeretes, hogy ebben az esetben az r?/Ag = 1 egyértelmtien megoldhato
azzal a peremfeltétellel, hogy az z € OU (0U az U hatéarat jeloli) esetén
g(x) =0, vagyis l(x) = 1, ha z € JU |Garabedian, 1964].
Legyen h egy tetsz6leges g-t6l kiilonbozo fliggvény, ami kétszer folytonosan
differencidlhato és kielégiti az r?/Ah = 1 egyenletet az U belsejében. Ekkor

azt kell belatnunk, hogy
suph —inf h > supg — inf g,
ahol egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha h = g + C' valamilyen C'

sup l(x)
infi(z)

konstanssal. Ehhez mindossze annyi kell, hogy az eredeti hényadost a
bevezetett logaritmus kiilonbséggé alakitja.

Mivel Ag = T%, igy Ag > 0, vagyis a szubharmonikus fiiggvényekre
vonatkoz6 maximum-elv miatt g nem veheti fel a maximumat U belsejében.

Mivel azonban U lezéartja (U) kompakt, igy g felveszi a maximumat U-n.

Ebbél kovetkezik, hogy ¢ maximuma a hatéron van. Igy

sup g(x) =0,

x€int U
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hisz g(z) =0, ha = € 9U.

Tekintsiik a h—g fiiggvényt. Mivel a A-operator linearis, igy A(h—g) = 0,
igy szintén a harmonikus fiiggvényekre vonatkozé maximum-elv alapjan h—g
csak akkor veheti fel a maximumat az U belsejében, ha konstans. Tegyiik fel,

hogy h — g nem konstans, és tekintsiink egy x; U-beli pontsorozatot, amire

lim (h(z;) = g(w:)) = sup (h(z) — g(x)).

=0 zint U

Mivel h — g nem konstans, igy a pontsorozat hatarértéke eleme U hataranak,
azaz Zlir})lo x; = X-re igaz, hogy X € 0U.
Feltehetjiik, hogy
C =suph
véges, hiszen ellenkezs esetben trividlisan teljesiil a bizonyitandé allitas. Ekkor
tudjuk, hogy g(x;) — 0, hiszen a pontsorozat hatarértéke U hatarpontja, és
a hataron g értéke konstans 0. Illetve nyilvan minden i-re h(x;) < C.
Mivel z;-t agy valasztottuk, hogy sup(h — ¢g) = lim(h(x;) — g(x;)), és
lim h(x;) < C, illetve lim g(z;) = 0, ezért
sup(h — g) < C.
Vagyis minden = € U-ra
h(z) < g(z)+ C,
amibdl kovetkezik, hogy
infh <infg+ C.
De tudjuk, hogy supg = 0 és sup h = C, igy ez egyben azt is jelenti, hogy

suph —inf f > supg — inf g.

Ezzel a tétel allitdsat bizonyitottuk.
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11.2.3. A tétel felhasznalasa

Els6 ranézésre tgy tiinik, hogy a tétel nem pontosan azt optimalizalja, amire

a topografiai vetiiletek esetén sziikségiink van, vagyis a

1— ()| -et.
max |1 —I(z)] -

Azonban a két optimum lényegében azonos, eltekintve attol, hogy a té-
tel megenged még egy hasonlosagi transzforméaciot a sikban. De pont ezt
felhasznalva a tétel altal szolgéltatott optimumok (hiszen nem egyetlen op-
timum van) koziil ki tudunk vélasztani egyet, ami a max |1 —I(x)| értekét is
minimalizélja.

Ha mindkét eredeti vetiileti egyenletet megszorozzuk c-vel, akkor az [(x)
értéke is mindenhol c-szeresére valtozik. Ennek megfelelGen, ha van egy [(x)
optimalis hossztorzulas fiiggvény, akkor a c - [(x) is optimalis, a Csebisev-
tételnél definiélt értelemben.

Vegyiink egy tetszSlegeset a tétel altal adott optimumok koziil. Ezt a

hossztorzulas fliggvényt meg tudjuk szorozni egy ¢ konstanssal tigy, hogy

sup ((x) + inf [(z)
2

=1

teljesiiljon. Ha ez teljesiil, akkor erre max |1 — [(z)| értéke is minimalis lesz.
xe
Ha ugyanis lenne egy ebbdl a szemponthol kedvez&bb vetiilet h, akkor az

In(z) értékekre igaz lenne, hogy

inf l(z) < infly(z) < suply(z) < supl(z).

sup lp, () sup l(z)
mfln(z) ~ nfl(z)

Ekkor azonban lenne, ami ellentmond annak, hogy az I(x)

optimalis volt.
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Felmeriil a kérdés, hogy konkrét optimalis vetiiletek megtalalasat hogyan
segiti a tétel, hiszen a karakterizéacié (a hatérol6 gérbén konstans a lineér-

modulus) nem tiinik nagy segitségnek.



Koszonetnyilvanitas

A disszertacié megsziiletésében nagyon fontos szerepet jatszott témavezetém,
Gyorfty Jénos, akinek eztuton is nagyon koszonom szakmai és emberi segit-
ségét, tamogatasat.

Munkahelyemnek, az MTA SZTAKI Internet Technologidk és Alkalmazé-
sok Kozpontnak is nagyon halés vagyok, hiszen az itt meglévs eréforréasokat,
infrastrukturat is felhasznélhattam a kutatashoz.

A Csebisev-tétel kapcsan fontos segitséget kaptam Kéalman Tamés és

Lippner Gabor matematikusoktol, eztiton készonom nekik is.

101



Irodalomjegyzék

[Bermejo, Otero, 2005] M. Bermejo - J. Otero: Minimum conformal map-
ping distortion according to Chebyshev’s principle: a case study over
peninsular Spain

Journal of Geodesy, Vol 79., 2005.

[Bugayevskiy, Snyder, 1995| Lev M. Bugayevskiy, John P. Snyder: Map Pro-
jections - A Reference Manual

Taylor&Francis, 1995., London

[Csebisev, 1856] Pafnutyij Csebisev: Sur la construction des cartes géo-
graphiques

Saint Petersbourg, 1856.

[Erdi-Krausz| Erdi-Krausz Gyorgy: Féldrajzi vetiiletek: Matematikai kar-
tografia
Kozgazdasagi és Jogi Kiadod, Budapest, 1960.
[Fasching, 1909] Fasching Antal: A magyar orszdgos hdaromszogelések és rész-
letes felmérések 1j vetiileti rendszerer

A M. Kir. Pénziigyminisztérium megbizasabol kiadta Fasching Antal,
1909., Budapest

102



IRODALOMJEGYZEK 103

|Garabedian, 1964 Paul R. Garabedian: Partial Differential Equations
Wiley, New York, 1964.

Gyorfty| Gyorfty Janos: Rendszeres vetiilettan
yorily

http://mercator.elte.hu/~gyorffy/jegyzete/jegyzete.html

[Hazay, 1954| Hazay Istvan: Féldi vetiiletek

Akadémiai Kiado, 1954., Budapest

[Hill, 1908] G. W. Hill: Application of Tchebyshef’s Principle in the Projec-
tion of Maps
The Annals of Mathematics Vol. 10, No. 1, 1908.

[Hotine, 1947| Martin Hotine: The orthometric projection of the spheroid

Empire Survey Review 9., 1947.

[Karsay, 1962| Karsay Ferenc: Alkalmazott vetilettan

Tankonyvkiado, egyetemi jegyzet. Budapest, 1962.

[Kuska, 1960] Frantisek Kuska: Matematickd Kartografia

Slovenské Vydavatel’stvo Technickej Literatary, Bratislava, 1960.

[Lambert, 1772] Johann Heinrich Lambert: Beitrdge zum Gebrauche der
Mathematik

Berlin, 1772.

[Mescserjakov| G. A. Mescserjakov: Tyeoretyicseszkije osznovi matyematy-
icseszkoj kartografii

Nyedra, Moszkva, 1968.



IRODALOMJEGYZEK 104

[IMEM OFTH, 1975] Mez6gazdasagi ¢s Elelmezésiigyi Minisztérium Orsza-
gos Foldiigyi és Térképészet Hivatal: Vetileti Szabdlyzat az Eqységes
Orszdagos Vetiileti Rendszer alkalmazdsdra

Szabalyzat, 1975., Budapest

[Milnor, 1969| John Milnor: A Problem in Cartography
The American Mathematical Monthly, Vol 76., No. 10., 1969.

[Molnéar, Timéar, 2002] Molnar Gabor, Timar Gabor: Az EOV-koordindtdk
nagypontossagu kozelitése Hotine-féle ferdetengelyd Mercator-
vetiilettel

Geodézia és Kartografia, 2002/3. p. 18-22.

[Nelder, Mead, 1965| Nelder, J. A., Mead, R.: A Simplex Method for Func-
tion Minimization
Computer Journal Vol 7., pp 308-313., 1965.

[Petruska, 1992] Petruska Gyorgy: Komplex fiigguénytan

Tankonyvkiado, Budapest, 1992.

[Qihe, 1989] Qihe H. Yang, John P. Snyder, Waldo R. Tobler: Map Projection
Transformation

Taylor&Francis, 2000.

[Snyder, 1979] John P. Snyder: Calculating map projections for the ellipsoid

American Cartographer 6(1), 1979.

[Snyder, 1985] John P. Snyder: Computer-Assisted Map Projection Research

U.S. Geological Survey Bulletin 1629, 1985.

[Snyder, 1987] John P. Snyder: Map Projections - A Working Manual



IRODALOMJEGYZEK 105

United States Government Office, 1987., Washington

[Stegena, 1988] Stegena Lajos: Vetiilettan

Tankonyviadd, Budapest, 1988.
[Teéglasy, 2001] Téglasy Ors: Térinformatikai céli GPS mérések hazai alkal-
mazdsdnak feltételei

Diplomamunka, Budapest, 2001.

[Thomas, 1952] Paul D. Thomas: Confomral Projections in Geodesy and
Cartography

U.S. Coast and Geodetic Survey Spec. Pub. no. 251, 1952.

[Varga, 1983 Varga Jozsef: A Lambert-féle szogtartd kupvetiiletrol

Geodézia és Kartografia, 35(1)

[Varga, 1997] Varga Jozsef: Vetiilettan. (az Alaphdlozatok 1. javitott kiaddsa)

Miiegyetemi Kiado. Egyetemi jegyzet 91244, 1997.

[Varga, 2005] Varga Jozsef: Volt-e Tvanicsi (Ivanici) Sztereografikus vetiilet?
Geomatikai Kozlemények VIII. Sopron, 2005. 45 - 51. old.

[Varga| Varga Jozsef: A vetiiletnékiili rendszerektdl az UTM-ig

http://www.agt.bme.hu/staff_h/varga/0Osszes/Dok3uj.htm



